
线性代数应该这样学
习题解答

对应原书第四版



写在前面的话
你好！欢迎你翻开这份习题解答集。

这份文档记录了我个人学习 Sheldon Axler 教授那本备受推崇的教材《线性代数应
该这样学》（第四版，请确认你的版本）时，一点一滴思考和解答习题的过程。初衷很简单：
希望通过亲手解决每一道题，真正吃透线性代数那些精妙的概念与证明，锻炼自己的数学
思维。将其整理成册并发布于 GitHub，是希望它能成为其他也在研习这本教材的学友的
一个参考伙伴，或者说，一份思路上的借鉴。

这些解答主要源于我的独立思考，部分较困难的题目则是在与他人讨论或查阅资料后
完成的。需要明确指出的是，这份解答集并非官方出品——它不是 Axler 教授或出版社认
可的“标准答案”，纯粹是我个人学习过程中的理解与尝试。这意味着其中的解答可能并非
最优解，甚至可能存在错误或不够严谨之处。

因此，恳请读者带着批判性思维看待其中的解答！我的理解或有局限，方法或显繁琐，
甚至可能出错。若你发现任何问题，或有更清晰、更优美的解法，非常欢迎你通过 GitHub
仓库或邮件（链接见下方）告知我！

此外，这份解答集目前仍是一个“进行中的作品”。我还在继续学习，并将于时间和精
力允许时，努力更新后续章节。进度会在 GitHub 仓库中同步，欢迎关注。

首先，由衷感谢 Sheldon Axler 教授，是他撰写了这本视角独特、强调理解本质的
杰作，让线性代数的学习如此引人入胜。感谢中文版译者吴俊达、何阳同学，他们的译笔
使这本经典教材更贴近中文读者。书中习题的表述基本参考并采用了他们的中文译本。特
别感谢我的好友 LCW 和 ZRY，他们帮助我排查了逻辑错误、计算失误、表述不清等各类
问题。

最后，也是最想说的，是感谢正在阅读这份解答集的你！无论是偶尔参考思路，还是认
真提出指正，你的关注和使用都让这个原本是个人学习记录的项目有了更丰富的意义。能
与众多同样热爱或正在学习线性代数的伙伴成为“同路人”，是一件非常开心的事。

方而静
2025 年 7 月

邮箱 szdytom@qq.com
GitHub https://github.com/szdytom/LADRSolutions
扫描左侧二维码亦可访问 GitHub 仓库。

mailto:szdytom@qq.com
https://github.com/szdytom/LADRSolutions
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线性代数应该这样学 习题解答

第 1 章 向量空间

1A ℝ𝑛 和 ℂ𝑛

习题 1  证明：𝛼 + 𝛽 = 𝛽 + 𝛼 对所有 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ 成立。

证明  根据定义，令 𝛼 = 𝑎 + 𝑏i，𝛽 = 𝑐 + 𝑑i（其中 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ），则根据实数的加法
交换律，有

𝛼 + 𝛽 = (𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)i

= (𝑐 + 𝑎) + (𝑑 + 𝑏)i
= 𝛽 + 𝛼

■

习题 2  证明：(𝛼 + 𝛽) + 𝜆 = 𝛼 + (𝛽 + 𝜆) 对所有 𝛼, 𝛽, 𝜆 ∈ ℂ 成立。

证明  根据定义，令 𝛼 = 𝑎 + 𝑏i，𝛽 = 𝑐 + 𝑑i，𝜆 = 𝑒 + 𝑓i（其中 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 ∈ ℝ），则有

(𝛼 + 𝛽) + 𝜆 = ((𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)i) + (𝑒 + 𝑓i)

= (𝑎 + 𝑐 + 𝑒) + (𝑏 + 𝑑 + 𝑓)i

= 𝛼 + (𝛽 + 𝜆)

■

习题 3  证明：(𝛼𝛽)𝜆 = 𝛼(𝛽𝜆) 对所有 𝛼, 𝛽, 𝜆 ∈ ℂ 成立。

证明  根据定义，令 𝛼 = 𝑎 + 𝑏i，𝛽 = 𝑐 + 𝑑i，𝜆 = 𝑒 + 𝑓i（其中 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 ∈ ℝ），则有

(𝛼𝛽)𝜆 = ((𝑎 + 𝑏i)(𝑐 + 𝑑i))(𝑒 + 𝑓i)

= (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)i)(𝑒 + 𝑓i)

= (𝑎𝑐𝑒 − 𝑏𝑑𝑒 − (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑓) + ((𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑒 + (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑)𝑓)i

= 𝛼(𝛽𝜆)

■
注 复数乘法的交换律由原书例 1.4 给出。

习题 4  证明：𝜆(𝛼 + 𝛽) = 𝜆𝛼 + 𝜆𝛽 对所有 𝜆, 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ 成立。

证明  根据定义，令 𝛼 = 𝑎 + 𝑏i，𝛽 = 𝑐 + 𝑑i，𝜆 = 𝑒 + 𝑓i（其中 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 ∈ ℝ），则有

1ℝ𝑛 和 ℂ𝑛
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𝜆(𝛼 + 𝛽) = (𝑒 + 𝑓i)((𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)i)

= (𝑒(𝑎 + 𝑐) − 𝑓(𝑏 + 𝑑)) + (𝑓(𝑎 + 𝑐) + 𝑒(𝑏 + 𝑑))i

= (𝑒𝑎 − 𝑓𝑏 + 𝑒𝑐 − 𝑓𝑑) + (𝑓𝑎 + 𝑒𝑏 + 𝑓𝑐 + 𝑒𝑑)i
= 𝜆𝛼 + 𝜆𝛽

■

习题 5  证明：对于任意 𝛼 ∈ ℂ，都存在唯一的 𝛽 ∈ ℂ 使得 𝛼 + 𝛽 = 0。

证明  根据定义，令 𝛼 = 𝑎 + 𝑏i（其中 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ），则取 𝛽 = (−𝑎) + (−𝑏)i，则有

𝛼 + 𝛽 = (𝑎 + 𝑏i) + ((−𝑎) + (−𝑏)i)

= (𝑎 − 𝑎) + (𝑏 − 𝑏)i
= 0

因此，这样的 𝛽 存在。为了说明其唯一性，假设存在另一个 𝛽′，也满足 𝛼 + 𝛽′ = 0，
则有

𝛽 = 𝛽 + 0 = 𝛽 + (𝛼 + 𝛽′) = (𝛽 + 𝛼) + 𝛽′ = 0 + 𝛽′ = 𝛽′

■

习题 6  证明：对于任意 𝛼 ∈ ℂ（𝛼 ≠ 0），都存在唯一的 𝛽 ∈ ℂ 使得 𝛼𝛽 = 1。

证明  根据定义，令 𝛼 = 𝑎 + 𝑏i（其中 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ），则取 𝛽 = ( 𝑎
𝑎2+𝑏2 ) − ( 𝑏

𝑎2+𝑏2 )i，则有

𝛼𝛽 = (𝑎 + 𝑏i)( 𝑎
𝑎2 + 𝑏2 − 𝑏

𝑎2 + 𝑏2 i)

= 𝑎2 + 𝑏2

𝑎2 + 𝑏2

= 1

因此，这样的 𝛽 存在。为了说明其唯一性，我们假设存在另一个 𝛽′，也满足 𝛼𝛽′ = 1，
则有

𝛽 = 𝛽 ⋅ 1 = 𝛽(𝛼𝛽′) = (𝛽𝛼)𝛽′ = 1 ⋅ 𝛽′ = 𝛽′

■
注 上面习题说明，ℂ 构成一个域。

2 向量空间
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习题 7  证明：

−1 + √3i
2

是 1 的立方根（意即它的立方等于 1）。

证明

(−1 + √3i
2 )

3

=
(−1 + √3i)

3

8

= 1
8((−1)3 + 3(−1)2(√3i) + 3(−1)(√3i)

2
+ (√3i)

3
)

= 1
8(−1 + 3√3i + 9 − 3√3i)

= 1

■

习题 8  求 i 的两个向异的平方根。

解答  令 𝑥 = 𝑎 + 𝑏i（其中 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ），满足 𝑥2 = i，即 𝑎2 − 𝑏2 + 2𝑎𝑏i = 0 + 1i。因此，
我们有两个方程

{𝑎2 − 𝑏2 = 0
2𝑎𝑏 = 1

解这两个方程组，我们得到 𝑎 = √2
2  和 𝑏 = √2

2  或者 𝑎 = −√2
2  和 𝑏 = −√2

2 。因此，i 的
两个向异的平方根是：

𝑥1 =
√2
2 +

√2
2 i， 𝑥2 = −

√2
2 −

√2
2 i

习题 9  求 𝑥 ∈ ℝ4，使得

(4, −3, 1, 7) + 2𝑥 = (5, 9, −6, 8)

解答  根据定义，令 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)，则

(4, −3, 1, 7) + 2𝑥 = (4 + 2𝑥1, −3 + 2𝑥2, 1 + 2𝑥3, 7 + 2𝑥4)

令其等于 (5, 9, −6, 8)，则我们有四个方程：

3ℝ𝑛 和 ℂ𝑛
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{{
{{
{
{{{
{4 + 2𝑥1 = 5

−3 + 2𝑥2 = 9
1 + 2𝑥3 = −6
7 + 2𝑥4 = 8

解这四个方程，我们得到 𝑥1 = 1
2 , 𝑥2 = 6, 𝑥3 = −7

2 , 𝑥4 = 1
2。因此，

𝑥 = (1
2, 6, −7

2, 1
2)

习题 10  解释为什么不存在 𝜆 ∈ ℂ，使得

𝜆(2 − 3i, 5 + 4i, −6 + 7i) = (12 − 5i, 7 + 22i, −32 − 9i)

解释  注意到，

12 − 5i
2 − 3i = 3 + 2i

而

−32 − 9i
−6 + 7i ≠ 3 + 2i

因此，这样的 𝜆 不存在。

习题 11  证明：(𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) 对所有 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝔽𝑛 成立。

注 沿用原书记号 1.6 与记号 1.10，即 𝔽 表示 ℝ 或 ℂ，𝑛 表示某一固定的正整数。下文不再赘述。

证明  根据定义，令 𝑥 = (𝑥1, …, 𝑥𝑛)，𝑦 = (𝑦1, …, 𝑦𝑛)，𝑧 = (𝑧1, …, 𝑧𝑛)，则有

(𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = ((𝑥1 + 𝑦1, …, 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) + (𝑧1, …, 𝑧𝑛))

= (𝑥1 + 𝑦1 + 𝑧1, …, 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 + 𝑧𝑛)

= ((𝑥1, …, 𝑥𝑛) + (𝑦1 + 𝑧1, …, 𝑦𝑛 + 𝑧𝑛))

= 𝑥 + (𝑦 + 𝑧)

■
注 𝔽𝑛 上向量的加法交换律由原书 1.14 给出。

习题 12  证明：(𝑎𝑏)𝑥 = 𝑎(𝑏𝑥) 对所有 𝑥 ∈ 𝔽𝑛 和 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔽 成立。

证明  根据定义，令 𝑥 = (𝑥1, …, 𝑥𝑛)，则有

4 向量空间



线性代数应该这样学 习题解答

(𝑎𝑏)𝑥 = (𝑎𝑏)(𝑥1, …, 𝑥𝑛)

= (𝑎𝑏𝑥1, …, 𝑎𝑏𝑥𝑛)

= 𝑎(𝑏𝑥1, …, 𝑏𝑥𝑛))

= 𝑎(𝑏𝑥)

■

习题 13  证明：1𝑥 = 𝑥 对所有 𝑥 ∈ 𝔽𝑛 成立。

证明  根据定义，令 𝑥 = (𝑥1, …, 𝑥𝑛)，则有

1𝑥 = 1(𝑥1, …, 𝑥𝑛)

= (1 ⋅ 𝑥1, …, 1 ⋅ 𝑥𝑛)

= (𝑥1, …, 𝑥𝑛)
= 𝑥

■

习题 14  证明：𝜆(𝑥 + 𝑦) = 𝜆𝑥 + 𝜆𝑦 对所有 𝜆 ∈ 𝔽 和 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔽𝑛 成立。

证明  根据定义，令 𝑥 = (𝑥1, …, 𝑥𝑛)，𝑦 = (𝑦1, …, 𝑦𝑛)，则有

𝜆(𝑥 + 𝑦) = 𝜆((𝑥1 + 𝑦1, …, 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛))

= (𝜆(𝑥1 + 𝑦1), …, 𝜆(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛))

= (𝜆𝑥1 + 𝜆𝑦1, …, 𝜆𝑥𝑛 + 𝜆𝑦𝑛)
= 𝜆𝑥 + 𝜆𝑦

■

习题 15  证明：(𝑎 + 𝑏)𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥 对所有 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔽 和 𝑥 ∈ 𝔽𝑛 成立。

证明  根据定义，令 𝑥 = (𝑥1, …, 𝑥𝑛)，则有

(𝑎 + 𝑏)𝑥 = (𝑎 + 𝑏)(𝑥1, …, 𝑥𝑛)

= (𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥1, …, 𝑎𝑥𝑛 + 𝑏𝑥𝑛)

= (𝑎𝑥1, …, 𝑎𝑥𝑛) + (𝑏𝑥1, …, 𝑏𝑥𝑛)
= 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥

■
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𝔽𝑛 是向量空间

在原书的下一个小节（1B 向量空间的定义）中，正式给出了向量空间的定义。其
实上面的习题就是在引导我们去验证：𝔽𝑛 是一个向量空间。具体而言，原书 1.13 和
定义 1.18 分别给出的 𝔽𝑛 上的加法和标量乘法的定义，而我们已经证明了其所需满足
的性质：

可交换性
原书 1.14

可结合性
习题 11 和习题 12

加法单位元
原书记号 1.15 定义了 0，其性质容易验证

加法逆元
原书 1.17

乘法单位元
习题 13

分配性质
习题 14 和习题 15
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1B 向量空间的定义
习题 1  证明：−(−𝑣) = 𝑣 对任意 𝑣 ∈ 𝑉 都成立。

注 沿用原书记号 1.29，即 𝑉 表示 𝔽 上的向量空间。下文不再赘述。

证明  根据定义 𝑣 + (−𝑣) = 0，由可交换性，得 (−𝑣) + 𝑣 = 0，即 𝑣 是 −𝑣 的加法逆
元。由加法逆元的唯一性（原书 1.27），得 −(−𝑣) = 𝑣。 ■

习题 2  设 𝑎 ∈ 𝔽，𝑣 ∈ 𝑉 且 𝑎𝑣 = 0，证明：𝑎 = 0 或 𝑣 = 0。

证明  我们使用反证法，假设 𝑎 ≠ 0 且 𝑣 ≠ 0，同时 𝑎𝑣 = 0。由于 𝑎 ≠ 0 故存在 𝑎−1 ∈
𝔽（𝑎−1 ≠ 0），使得 𝑎−1𝑎 = 1。因此有

1𝑣 = 𝑎−1𝑎𝑣 = 𝑎−1(𝑎𝑣) = 𝑎−10 = 0

这与 𝑣 ≠ 0 矛盾，假设不成立。因此，𝑎 = 0 或 𝑣 = 0。 ■

习题 3  设 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑉，解释为什么存在唯一的 𝑥 ∈ 𝑉 使得 𝑣 + 3𝑥 = 𝑤。

解释  取 𝑥 = 1
3(𝑤 − 𝑣)，则有 𝑣 + 3𝑥 = 𝑣 + 3(1

3(𝑤 − 𝑣)) = 𝑣 + (𝑤 − 𝑣) = 𝑤。由于向
量空间的加法和数乘满足封闭性，因此这样的 𝑥 存在于 𝑉 中。

为了说明其唯一性，假设存在另一个 𝑥′ ∈ 𝑉 使得 𝑣 + 3𝑥′ = 𝑤，则有

𝑣 + 3𝑥 = 𝑤 = 𝑣 + 3𝑥′

在等式两边同时加上 −𝑣，化简得 3𝑥 = 3𝑥′，等式两边同时乘以 13，得 𝑥 = 𝑥′。因此，
这样的 𝑥 是唯一的。

习题 4  空集不是向量空间。对于在向量空间的定义（原书 1.20）中列出的要求，空
集仅不满足其中的一条。是哪一条？

解答  空集中不存在加法单位元。

习题 5  证明：在向量空间的定义（原书 1.20）中，加法逆元条件可以替换为这一
条件——

0𝑣 = 0 对所有 𝑣 ∈ 𝑉 成立。

这里，左侧的 0 是数 0，而右侧的 0 是 𝑉 中的加法单位元。
提示  在定义中“条件可以替换”，指原来的条件替换成新条件后，满足定义的对象还是原来的那些。
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证明  采用原有定义时，新条件成立的证明由原书 1.30 给出。我们现在采用替换后的
新定义，并以此证明加法逆元条件，即“对于任意 𝑣 ∈ 𝑉，都存在 𝑤 ∈ 𝑉 使得 𝑣 + 𝑤 = 0”。

更具体地，我们说明 𝑣 + (−1)𝑣 = 0。这是由于

𝑣 + (−1)𝑣 = 1𝑣 + (−1)𝑣 = (1 + (−1))𝑣 = 0𝑣 = 0

所以对于任意 𝑣 ∈ 𝑉，它的加法逆元都存在，即 (−1)𝑣。故两个条件可以相互替换。■
注 值得一提的是，习题 5 的证明和原书 1.32 的证明的核心部分完全一样。

习题 6  令 ∞ 和 −∞ 是不在 ℝ 中的不同对象。以最符合直觉的方式定义 ℝ ∪

{∞, −∞} 上的加法和标量乘法。具体而言，两个实数的和和积照常定义，而对于 𝑡 ∈
ℝ，我们定义

𝑡∞ =
{{
{
{{−∞ 𝑡 < 0

0 𝑡 = 0
∞ 𝑡 > 0

𝑡(−∞) =
{{
{
{{∞ 𝑡 < 0

0 𝑡 = 0
−∞ 𝑡 > 0

以及

𝑡 + ∞ = ∞ + 𝑡 = ∞ + ∞ = ∞
𝑡 + (−∞) = (−∞) + 𝑡 = (−∞) + (−∞) = −∞

∞ + (−∞) = (−∞) + ∞ = 0

具有这样的加法和标量乘法的 ℝ ∪ {∞, −∞} 是 ℝ 上的向量空间吗？解释一下。

解答  不是。任取 𝑡 ∈ ℝ（𝑡 ≠ 0），注意到，

(𝑡 + ∞) + (−∞) = ∞ + (−∞) = 0

𝑡 + (∞ + (−∞)) = 𝑡 + 0 = 𝑡

这违背了加法的可结合性要求。因此，ℝ ∪ {∞, −∞} 不是 ℝ 上的向量空间。

习题 7  设 𝑆  是非空集合，令 𝑉𝑆 表示所有从 𝑆  到 𝑉 的函数构成的集合。请在 𝑉𝑆

定义一种自然的加法和标量乘法，并证明：具有这些定义的 𝑉𝑆 是向量空间。

证明  我们按如下方式定义 𝑉𝑆 上的加法和标量乘法：

◾ 对于 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑉𝑆，和 𝑓 + 𝑔 ∈ 𝑉𝑆 是由下式定义的函数：对于任意 𝑥 ∈ 𝑆，

(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)
◾ 对于 𝜆 ∈ 𝔽 和 𝑓 ∈ 𝑉𝑆，乘积 𝜆𝑓 ∈ 𝑉𝑆 是由下式定义的函数：对于任意 𝑥 ∈ 𝑆，

(𝜆𝑓)(𝑥) = 𝜆𝑓(𝑥)

我们现在证明 𝑉𝑆 是 𝔽 上的向量空间。具体而言，我们逐条验证向量空间的定义（原
书 1.20）中的要求：
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可交换性 对于任意 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑉𝑆，都有 𝑓 + 𝑔 = 𝑔 + 𝑓。
证明：设 𝑥 ∈ 𝑆，有

(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥) = (𝑔 + 𝑓)(𝑥)

因此 𝑓 + 𝑔 = 𝑔 + 𝑓。

可结合性 对于任意 𝑓, 𝑔, ℎ ∈ 𝑉𝑆 以及 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔽，都有 (𝑓 + 𝑔) + ℎ = 𝑓 + (𝑔 + ℎ) 且
(𝑎𝑏)𝑓 = 𝑎(𝑏𝑓)。
证明：设 𝑥 ∈ 𝑆，则对于加法的结合性，有

((𝑓 + 𝑔) + ℎ)(𝑥) = (𝑓 + 𝑔)(𝑥) + ℎ(𝑥)

= 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥)

= 𝑓(𝑥) + (𝑔 + ℎ)(𝑥)

= (𝑓 + (𝑔 + ℎ))(𝑥)

因此 (𝑓 + 𝑔) + ℎ = 𝑓 + (𝑔 + ℎ)。对于标量乘法的结合性，有

((𝑎𝑏)𝑓)(𝑥) = (𝑎𝑏)(𝑓(𝑥))

= 𝑎(𝑏𝑓(𝑥))

= 𝑎((𝑏𝑓)(𝑥)) = (𝑎(𝑏𝑓))(𝑥)

因此 (𝑎𝑏)𝑓 = 𝑎(𝑏𝑓)。

加法单位元 存在 0 ∈ 𝑉𝑆 使得对于任意 𝑓 ∈ 𝑉𝑆，都有 𝑓 + 0 = 𝑓。
证明：取 0 : 𝑥 ↦ 0 为 𝑉𝑆 中的加法单位元。设 𝑥 ∈ 𝑆，对于任意 𝑓 ∈ 𝑉𝑆，都有

(𝑓 + 0)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 0 = 𝑓(𝑥) = (𝑓)(𝑥)

因此 𝑓 + 0 = 𝑓。

加法逆元 对于任意 𝑓 ∈ 𝑉𝑆，存在 𝑔 ∈ 𝑉𝑆 使得 𝑓 + 𝑔 = 0。
证明：取 𝑔 : 𝑥 ↦ −𝑓(𝑥) 为 𝑓 的加法逆元。设 𝑥 ∈ 𝑆，都有

(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥) = 0

因此 𝑓 + 𝑔 = 0。

乘法单位元 对于任意 𝑓 ∈ 𝑉𝑆，都有 1𝑓 = 𝑓。
证明：设 𝑥 ∈ 𝑆，都有

(1𝑓)(𝑥) = 1𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)

因此 1𝑓 = 𝑓。

分配性质 对于任意 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑉𝑆 以及所有 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔽，都有 𝑎(𝑓 + 𝑔) = 𝑎𝑓 + 𝑎𝑔 且 (𝑎 +
𝑏)𝑓 = 𝑎𝑓 + 𝑏𝑓。
证明：设 𝑥 ∈ 𝑆，则对于第一个分配性质，有
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(𝑎(𝑓 + 𝑔))(𝑥) = 𝑎((𝑓 + 𝑔)(𝑥)) = 𝑎(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))

= 𝑎𝑓(𝑥) + 𝑎𝑔(𝑥) = (𝑎𝑓)(𝑥) + (𝑎𝑔)(𝑥)

= (𝑎𝑓 + 𝑎𝑔)(𝑥)

因此 𝑎(𝑓 + 𝑔) = 𝑎𝑓 + 𝑎𝑔。对于第二个分配性质，有

((𝑎 + 𝑏)𝑓)(𝑥) = (𝑎 + 𝑏)𝑓(𝑥)

= 𝑎𝑓(𝑥) + 𝑏𝑓(𝑥)

= (𝑎𝑓)(𝑥) + (𝑏𝑓)(𝑥)

= (𝑎𝑓 + 𝑏𝑓)(𝑥)

因此 (𝑎 + 𝑏)𝑓 = 𝑎𝑓 + 𝑏𝑓。

综上所述，𝑉𝑆 满足向量空间的所有要求，因此 𝑉𝑆 是 𝔽 上的向量空间。 ■

习题 8  设 𝑉 是实向量空间。

◾ 𝑉 的复化（complexification）记为 𝑉C，等于 𝑉 × 𝑉。𝑉C 中的所有元素为
有序对 (𝑢, 𝑣)，其中 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉，不过我们将其记作 𝑢 + i𝑣。

◾ 𝑉C 上的加法定义为

(𝑢1 + i𝑣1) + (𝑢2 + i𝑣2) = (𝑢1 + 𝑢2) + i(𝑣1 + 𝑣2)

对所有 𝑢1, 𝑣1, 𝑢2, 𝑣2 ∈ 𝑉 都成立。

◾ 𝑉C 上的标量乘法定义为

(𝑎 + 𝑏i)(𝑢 + i𝑣) = (𝑎𝑢 − 𝑏𝑣) + i(𝑎𝑣 + 𝑏𝑢)

对所有 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ 和所有 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 都成立。

证明：具有如上加法和标量乘法定义的 𝑉C 是向量空间。
注 将 𝑢 ∈ 𝑉 等同于 𝑢 + i0，从而将 𝑉 视为 𝑉C 的一个子集。这样一来，由 𝑉 构造 𝑉C 就可以视作由 ℝ𝑛

构造 ℂ𝑛 的推广。

证明  我们将说明 𝑉C 是 ℂ 上的向量空间。具体而言，我们逐条验证向量空间的定义
（原书 1.20）中的要求：

可交换性 对于任意 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉C，都有 𝑢 + 𝑣 = 𝑣 + 𝑢。
证明：设 𝑢1, 𝑣1, 𝑢2, 𝑣2 ∈ 𝑉，由加法的可交换性，𝑢1 + 𝑢2 = 𝑢2 + 𝑢1 且 𝑣1 + 𝑣2 =
𝑣2 + 𝑣1，因此

(𝑢1 + i𝑣1) + (𝑢2 + i𝑣2) = (𝑢1 + 𝑢2) + i(𝑣1 + 𝑣2)

= (𝑢2 + 𝑢1) + i(𝑣2 + 𝑣1)

= (𝑢2 + i𝑣2) + (𝑢1 + i𝑣1)
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可结合性 对于任意 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉C 以及 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ，都有 (𝑢 + 𝑣) + 𝑤 = 𝑢 + (𝑣 + 𝑤) 且
(𝑎𝑏)𝑢 = 𝑎(𝑏𝑢)。
证明：设 𝑢1, 𝑣1, 𝑢2, 𝑣2, 𝑢3, 𝑣3 ∈ 𝑉，则对于加法的结合性，有

((𝑢1 + i𝑣1) + (𝑢2 + i𝑣2)) + (𝑢3 + i𝑣3)

= ((𝑢1 + 𝑢2) + i(𝑣1 + 𝑣2)) + (𝑢3 + i𝑣3)

= (𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3) + i(𝑣1 + 𝑣2 + 𝑣3)

= (𝑢1 + i𝑣1) + ((𝑢2 + i𝑣2) + (𝑢3 + i𝑣3))

= (𝑢1 + i𝑣1) + (𝑢2 + 𝑢3) + i(𝑣2 + 𝑣3)

另一方面，对于标量乘法的结合性，有

(𝑎𝑏)(𝑢 + i𝑣) = (𝑎𝑏)(𝑢1 + i𝑣1)

= (𝑎𝑏𝑢1 − 𝑎𝑏𝑣1) + i(𝑎𝑏𝑣1 + 𝑎𝑏𝑢1)

= 𝑎(𝑏𝑢1 − 𝑏𝑣1) + i(𝑎𝑏𝑣1 + 𝑎𝑏𝑢1)

= 𝑎(𝑏(𝑢1 + i𝑣1))

= 𝑎(𝑏(𝑢 + i𝑣))

加法单位元 存在 0 ∈ 𝑉C，使得对于任意 𝑢 ∈ 𝑉C，都有 𝑢 + 0 = 𝑢。
证明：取 0 = 0 + i0 为 𝑉C 中的加法单位元。对于任意 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉，都有

(𝑢 + i𝑣) + 0 = (𝑢 + i𝑣) + (0 + i0)

= (𝑢 + 0) + i(𝑣 + 0)
= 𝑢 + i𝑣

加法逆元 对于任意 𝑢 ∈ 𝑉C，存在 𝑤 ∈ 𝑉C 使得 𝑢 + 𝑤 = 0。
证明：设 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉，取 𝑤 = −𝑢 + i(−𝑣) 为 (𝑢 + i𝑣) 的加法逆元。则

(𝑢 + i𝑣) + 𝑤 = (𝑢 + i𝑣) + (−𝑢 + i(−𝑣))

= (𝑢 − 𝑢) + i(𝑣 − 𝑣)
= 0 + i0
= 0

乘法单位元 对于任意 𝑢 ∈ 𝑉C，都有 1𝑢 = 𝑢。
证明：对于任意 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉，都有

(1 + 0i)(𝑢 + i𝑣) = (1𝑢 − 0𝑣) + i(1𝑣 + 0𝑢) = 𝑢 + i𝑣

分配性质 对于任意 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉C 以及 𝜆, 𝜇 ∈ ℂ，都有 𝜆(𝑢 + 𝑣) = 𝜆𝑢 + 𝜆𝑣 且 (𝜆 +
𝜇)𝑢 = 𝜆𝑢 + 𝜇𝑢。
证明：对于任意 𝑢1, 𝑣1, 𝑢2, 𝑣2 ∈ 𝑉 和 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ，都有
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(𝑎 + 𝑏i)((𝑢1 + i𝑣1) + (𝑢2 + i𝑣2))

= (𝑎 + 𝑏i)((𝑢1 + 𝑢2) + i(𝑣1 + 𝑣2))

= (𝑎(𝑢1 + 𝑢2) − 𝑏(𝑣1 + 𝑣2)) + i(𝑎(𝑣1 + 𝑣2) + 𝑏(𝑢1 + 𝑢2))

= (𝑎𝑢1 − 𝑏𝑣1 + 𝑎𝑢2 − 𝑏𝑣2) + i(𝑎𝑣1 + 𝑏𝑢1 + 𝑎𝑣2 + 𝑏𝑢2)

= (𝑎 + 𝑏i)(𝑢1 + i𝑣1) + (𝑎 + 𝑏i)(𝑢2 + i𝑣2)

另一方面，对于任意 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 和 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ，

((𝑎 + 𝑏i) + (𝑐 + 𝑑i))(𝑢 + i𝑣)

= (𝑎 + 𝑐)𝑢 − (𝑏 + 𝑑)𝑣 + i((𝑎 + 𝑏)𝑣 + (𝑐 + 𝑑)𝑢)

= ((𝑎𝑢 − 𝑏𝑣) + (𝑐𝑢 − 𝑑𝑣)) + i((𝑎𝑣 + 𝑏𝑢) + (𝑐𝑣 + 𝑑𝑢))

= ((𝑎 + 𝑏i)(𝑢 + i𝑣)) + ((𝑐 + 𝑑i)(𝑢 + i𝑣))

综上所述，𝑉C 满足向量空间的所有要求，因此 𝑉C 是 ℂ 上的向量空间。 ■
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1C 子空间
习题 1  对于 𝔽3 的下列各个子集，判断其是否是 𝔽3 的子空间：

(a) {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝔽3 : 𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 0}
(b) {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝔽3 : 𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 4}
(c) {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝔽3 : 𝑥1𝑥2𝑥3 = 0}
(d) {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝔽3 : 𝑥1 = 5𝑥3}

解答  方便起见，将这四个集合分别记作 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, 𝑆4。为了验证它们是否是 𝔽3 的子
空间，我们需要验证它们是否满足子空间的条件（原书 1.34）。

对于 𝑆1，我们验证以下三个条件：

加法单位元 0 ∈ 𝑆1。
证明：注意到 0 + 2 ⋅ 0 + 3 ⋅ 0 = 0，故 0 ∈ 𝑆1。

加法封闭性 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑆1 意味着 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑆1。
证明：设 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)，𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3)，则 𝑢 + 𝑤 = (𝑢1 + 𝑤1, 𝑢2 + 𝑤2, 𝑢3 +
𝑤3)。由于 𝑢1 + 2𝑢2 + 3𝑢3 = 0 且 𝑤1 + 2𝑤2 + 3𝑤3 = 0，因此

(𝑢 + 𝑤)1 + 2(𝑢 + 𝑤)2 + 3(𝑢 + 𝑤)3 = (𝑢1 + 𝑤1) + 2(𝑢2 + 𝑤2) + 3(𝑢3 + 𝑤3)

= (𝑢1 + 2𝑢2 + 3𝑢3) + (𝑤1 + 2𝑤2 + 3𝑤3)
= 0 + 0 = 0

故 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑆1。

数乘封闭性 𝑎 ∈ 𝔽 且 𝑢 ∈ 𝑆1 意味着 𝑎𝑢 ∈ 𝑆1。
证明：设 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)，则 𝑎𝑢 = (𝑎𝑢1, 𝑎𝑢2, 𝑎𝑢3)。由于 𝑢1 + 2𝑢2 + 3𝑢3 = 0，
因此

(𝑎𝑢)1 + 2(𝑎𝑢)2 + 3(𝑎𝑢)3 = 𝑎𝑢1 + 2𝑎𝑢2 + 3𝑎𝑢3

= 𝑎(𝑢1 + 2𝑢2 + 3𝑢3)
= 𝑎 ⋅ 0 = 0

故 𝑎𝑢 ∈ 𝑆1。

综上所述，𝑆1 是 𝔽3 的子空间。

对于 𝑆2，注意到 0 + 2 ⋅ 0 + 3 ⋅ 0 = 0 ≠ 4，故 0 ∉ 𝑆2。这违反了“加法单位元”的要
求，说明 𝑆2 不是 𝔽3 的子空间。

对于 𝑆3，取 𝑢 = (1, 1, 0) ∈ 𝑆3，𝑣 = (0, 0, 1) ∈ 𝑆3，注意到 𝑢 + 𝑣 = (1, 1, 1) ∉ 𝑆3，这违
反了“加法封闭性”的要求，说明 𝑆3 不是 𝔽3 的子空间。

对于 𝑆4，我们验证以下三个条件：
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加法单位元 0 ∈ 𝑆4。
证明：注意到 0 = 5 ⋅ 0，故 0 ∈ 𝑆4。

加法封闭性 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑆4 意味着 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑆4。
证明：设 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)，𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3)，则 𝑢 + 𝑤 = (𝑢1 + 𝑤1, 𝑢2 + 𝑤2, 𝑢3 +
𝑤3)。由于 𝑢1 = 5𝑢3 且 𝑤1 = 5𝑤3，因此

𝑢1 + 𝑤1 = 5𝑢3 + 5𝑤3 = 5(𝑢3 + 𝑤3)

故 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑆4。

数乘封闭性 𝑎 ∈ 𝔽 且 𝑢 ∈ 𝑆4 意味着 𝑎𝑢 ∈ 𝑆4。
证明：设 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)，则 𝑎𝑢 = (𝑎𝑢1, 𝑎𝑢2, 𝑎𝑢3)。由于 𝑢1 = 5𝑢3，因此

𝑎𝑢1 = 𝑎(5𝑢3) = 5(𝑎𝑢3)

故 𝑎𝑢 ∈ 𝑆4。

综上所述，𝑆4 是 𝔽3 的子空间。

习题 2  验证下面这些有关子空间的结论。

(a) 如果 𝑏 ∈ 𝔽，那么当且仅当 𝑏 = 0 时，

{(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ 𝔽4 : 𝑥3 = 5𝑥4 + 𝑏}

是 𝔽4 的子空间；
(b) 定义在区间 [0, 1] 上的全体连续实值函数构成的集合是 ℝ[0,1] 的子空间；
(c) 定义在 ℝ 上的全体可微实值函数构成的集合是 ℝℝ 的子空间；
(d) 当且仅当 𝑏 = 0 时，定义在区间 (0, 3) 上且满足 𝑓′(2) = 𝑏 的全体可微实值

函数 𝑓 构成的集合是 ℝ(0,3) 的子空间；
(e) 极限为 0 的所有复数序列所构成的集合是 ℂ∞ 的子空间。

说明 本题原文为“验证例 1.35 中关于子空间的所有结论”。出于完整性考虑，这里将原书例 1.35 的所有结
论摘录在上面。

解释  我们逐个验证这些结论。对于第一个结论，我们首先验证其充分性。当 𝑏 =
0 时，此时集合 𝑆 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ 𝔽4 : 𝑥3 = 5𝑥4}。我们逐条验证其满足子空间的条件

（原书 1.34）：

加法单位元 0 ∈ 𝑆。
证明：注意到 0 + 5 ⋅ 0 = 0，故 0 ∈ 𝑆。

加法封闭性 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑆  意味着 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑆。
证明：设 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)，𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4)，则 𝑢 + 𝑤 = (𝑢1 + 𝑤1, 𝑢2 +
𝑤2, 𝑢3 + 𝑤3, 𝑢4 + 𝑤4)。由于 𝑢3 = 5𝑢4 且 𝑤3 = 5𝑤4，因此

(𝑢 + 𝑤)3 = (𝑢3 + 𝑤3) = 5(𝑢4 + 𝑤4)
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故 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑆。

数乘封闭性 𝑎 ∈ 𝔽 且 𝑢 ∈ 𝑆  意味着 𝑎𝑢 ∈ 𝑆。
证明：设 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)，则 𝑎𝑢 = (𝑎𝑢1, 𝑎𝑢2, 𝑎𝑢3, 𝑎𝑢4)。由于 𝑢3 = 5𝑢4，因此

(𝑎𝑢)3 = 𝑎𝑢3 = 𝑎(5𝑢4) = 5(𝑎𝑢4)

故 𝑎𝑢 ∈ 𝑆。

综上所述，当 𝑏 = 0 时，𝑆  是 𝔽4 的子空间。

为了说明其必要性，我们假定 𝑏 ≠ 0，此时，注意到 0 + 5 ⋅ 0 + 𝑏 = 𝑏 ≠ 0，故 0 ∉ 𝑆。
这违反了“加法单位元”的要求，说明当 𝑏 ≠ 0 时，𝑆  不是 𝔽4 的子空间。由此，我们证明
了第一个结论。

第二个结论和第三个结论具有较强的数学分析背景，严格论证大大超出了“代数”的
范围。从直觉上说，两个连续函数的和仍然是连续的，两个可微函数的和仍然是可微的，连
续函数的数乘仍然是连续的，可微函数的数乘仍然是可微的，以及函数 𝑥 ↦ 0 自然是连续
且可微的。因此这两个集合都是子空间。我们不再详细论证。

对于第四个结论，我们首先验证其充分性。当 𝑏 = 0 时，集合 𝑆 = {(𝑓 ∈ ℝ(0,3) : 𝑓′(2) =
0}。我们逐条验证其满足子空间的条件（原书 1.34）：

加法单位元 0 ∈ 𝑆。
证明：注意到 0′(2) = 0，故 0 ∈ 𝑆。

加法封闭性 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑆  意味着 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑆。
证明：设 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑆，则 𝑢 ′(2) = 0 且 𝑤 ′(2) = 0。因此

(𝑢 + 𝑤)′(2) = 𝑢 ′(2) + 𝑤 ′(2) = 0 + 0 = 0

故 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑆。

数乘封闭性 𝑎 ∈ ℝ 且 𝑢 ∈ 𝑆  意味着 𝑎𝑢 ∈ 𝑆。
证明：设 𝑢 ∈ 𝑆，则 𝑢 ′(2) = 0。因此

(𝑎𝑢)′(2) = 𝑎𝑢 ′(2) = 𝑎 ⋅ 0 = 0

故 𝑎𝑢 ∈ 𝑆。

综上所述，当 𝑏 = 0 时，𝑆  是 ℝ(0,3) 的子空间。下面说明其必要性。假设 𝑏 ≠ 0，此时，
注意到 0′(2) = 0 ≠ 𝑏，故 0 ∉ 𝑆。这违反了“加法单位元”的要求，说明当 𝑏 ≠ 0 时，𝑆  不
是 ℝ(0,3) 的子空间。由此，我们证明了第四个结论。

第五个结论也具有较强的数学分析背景，严格论证大大超出了“代数”的范围。从直
觉上说，是很容易理解的，在此不再详细论证。

习题 3  证明：在区间 (−4, 4) 上的满足 𝑓′(−1) = 3𝑓(2) 的可微实值函数 𝑓 构成的集
合是 ℝ(−4,4) 的子空间。
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证明  记 𝑆  为题目所说的子集，即 𝑆 = {𝑓 ∈ ℝ(−4,4) : 𝑓′(−1) = 3𝑓(2)}。我们逐条验证
其满足子空间的条件（原书 1.34）：

加法单位元 0 ∈ 𝑆。
证明：注意到 0′(−1) = 0 = 3 ⋅ 0 = 3 ⋅ 0(2)，故 0 ∈ 𝑆。

加法封闭性 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑆  意味着 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑆。
证明：设 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑆，则 𝑢 ′(−1) = 3𝑢(2) 且 𝑤 ′(−1) = 3𝑤(2)。因此

(𝑢 + 𝑤)′(−1) = 𝑢 ′(−1) + 𝑤 ′(−1) = 3𝑢(2) + 3𝑤(2) = 3(𝑢(2) + 𝑤(2))

故 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑆。

数乘封闭性 𝑎 ∈ ℝ 且 𝑢 ∈ 𝑆  意味着 𝑎𝑢 ∈ 𝑆。
证明：设 𝑢 ∈ 𝑆，则 𝑢 ′(−1) = 3𝑢(2)。因此

(𝑎𝑢)′(−1) = 𝑎𝑢 ′(−1) = 𝑎 ⋅ 3𝑢(2) = 3(𝑎𝑢(2))

故 𝑎𝑢 ∈ 𝑆。

综上所述，满足条件的集合是 ℝ(−4,4) 的子空间。 ■

习题 4  设 𝑏 ∈ ℝ，证明：在区间 [0, 1] 上满足 ∫1
0 𝑓 = 𝑏 的连续实值函数 𝑓 构成的集

合是 ℝ[0,1] 的子空间，当且仅当 𝑏 = 0。

证明  我们首先说明其充分性。假设 𝑏 = 0，此时 𝑆 = {𝑓 ∈ ℝ[0,1] : ∫1
0 𝑓 = 0}，我们逐

条验证其满足子空间的条件（原书 1.34）：

加法单位元 0 ∈ 𝑆。
证明：注意到 ∫1

0 0 = 0，故 0 ∈ 𝑆。

加法封闭性 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑆  意味着 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑆。
证明：设 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑆，则

∫
1

0
(𝑢 + 𝑤) = ∫

1

0
𝑢 + ∫

1

0
𝑤 = 0 + 0 = 0

故 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑆。

数乘封闭性 𝑎 ∈ ℝ 且 𝑢 ∈ 𝑆  意味着 𝑎𝑢 ∈ 𝑆。
证明：设 𝑢 ∈ 𝑆，则

∫
1

0
(𝑎𝑢) = 𝑎 ∫

1

0
𝑢 = 𝑎 ⋅ 0 = 0

故 𝑎𝑢 ∈ 𝑆。

综上所述，当 𝑏 = 0 时，𝑆  是 ℝ[0,1] 的子空间。 ■

习题 5  ℝ2 是不是复向量空间 ℂ2 的子空间？
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解答  不是。注意到，取 𝑣 = (1, 0) ∈ ℝ2，则

i𝑣 = (i, 0) ∉ ℝ2

这违反了子空间的条件（原书 1.34）中对“数乘封闭性”的要求。由此，ℝ2 不是 ℂ2

的子空间。

习题 6
(a) {(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3 : 𝑎3 = 𝑏3} 是不是 ℝ3 的子空间？
(b) {(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℂ3 : 𝑎3 = 𝑏3} 是不是 ℂ3 的子空间？

证明  我们首先来看第一个集合 𝑆ℝ = {(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3 : 𝑎3 = 𝑏3}。当 𝑎3 = 𝑏3 时，𝑎3 −
𝑏3 = 0，即

(𝑎 − 𝑏)(𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2) = 0

当 𝑎𝑏 > 0 时，

𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2 > 𝑎2 − 2𝑎𝑏 + 𝑏2 = (𝑎 − 𝑏)2 ≥ 0

当 𝑎𝑏 < 0 时，

𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2 > 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 = (𝑎 + 𝑏)2 ≥ 0

即当 𝑎 ≠ 0 且 𝑏 ≠ 0 时，𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2 > 0。此时，必然有 𝑎 − 𝑏 = 0，即 𝑎 = 𝑏。而 𝑎 =
𝑏 = 0 时，自然也有 𝑎 = 𝑏。综上所述，𝑎3 = 𝑏3 意味着 𝑎 = 𝑏。

由此，我们可以将 𝑆ℝ 重写为 𝑆ℝ = {(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3 : 𝑎 = 𝑏}。我们逐条验证其满足子空
间的条件（原书 1.34）：

加法单位元 0 ∈ 𝑆ℝ。
证明：注意到 0 = 0，故 0 ∈ 𝑆ℝ。

加法封闭性 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑆ℝ 意味着 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑆ℝ。
证明：设 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)，𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3)， 则 𝑢 + 𝑤 = (𝑢1 + 𝑤1, 𝑢2 + 𝑤2, 𝑢3 +
𝑤3)。由于 𝑢1 = 𝑢2 且 𝑤1 = 𝑤2，因此

𝑢1 + 𝑤1 = 𝑢2 + 𝑤2

故 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑆ℝ。

数乘封闭性 𝑎 ∈ ℝ 且 𝑢 ∈ 𝑆ℝ 意味着 𝑎𝑢 ∈ 𝑆ℝ。
证明：设 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)，则 𝑎𝑢 = (𝑎𝑢1, 𝑎𝑢2, 𝑎𝑢3)。由于 𝑢1 = 𝑢2，因此

𝑎𝑢1 = 𝑎𝑢2

故 𝑎𝑢 ∈ 𝑆ℝ。

综上所述，𝑆ℝ 是 ℝ3 的子空间。

对于第二个集合 𝑆ℂ = {(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℂ3 : 𝑎3 = 𝑏3}，注意到，取
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𝑢 = (−1 + √3i
2 , 1, 0)， 𝑣 = (−1 − √3i

2 , 1, 0)

容易验证 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑆ℂ，而

𝑢 + 𝑣 = (−1, 2, 0) ∉ 𝑆ℂ

这违反了子空间的条件（原书 1.34）中对“加法封闭性”的要求。由此，𝑆ℂ 不是 ℂ3

的子空间。 ■

习题 7  证明或证伪：如果 𝑈 是 ℝ2 的非空子集，满足对加法封闭和对“取加法逆
元”封闭（即 𝑢 ∈ 𝑈 意味着 −𝑢 ∈ 𝑈），那么 𝑈 是 ℝ2 的子空间。

证明  取 𝑈 = {(1, 0), (0, 0), (−1, 0)}，容易验证 𝑈 满足对加法封闭和对“取加法逆元”
封闭。但是，取 𝑢 = (1, 0) ∈ 𝑈, 2𝑢 = (2, 0) ∉ 𝑈，这违反了子空间的条件（原书 1.34）中
对“数乘封闭性”的要求。由此，𝑈 不是 ℝ2 的子空间。

我们找到了一个反例，这说明题目中的命题不成立。 ■
注 还可以取 𝑈 = {(𝑎, 𝑏) : 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ} 作为反例。

习题 8  给出一例：ℝ2 的非空子集 𝑈，满足对标量数乘封闭，但不是 ℝ2 的子空间。

解答  取

𝑈 = {(𝑎, 0) : 𝑎 ∈ ℝ} ∪ {(0, 𝑎) : 𝑎 ∈ ℝ} ⊆ ℝ2

这个集合满足对标量数乘封闭，但不满足对加法封闭。比如，取 𝑢 = (1, 0) ∈ 𝑈，𝑣 =
(0, 1) ∈ 𝑈，则 𝑢 + 𝑣 = (1, 1) ∉ 𝑈。因此 𝑈 不是 ℝ2 的子空间。

习题 9  函数 𝑓 : ℝ → ℝ 被成为周期的（periodic），是指存在一正数 𝑝，使得 𝑓(𝑥) =

𝑓(𝑥 + 𝑝) 对所有 𝑥 ∈ ℝ 成立。ℝ → ℝ 上的周期函数构成的集合是不是 ℝℝ 的子空间？
请作解释。

解答  不是。取 𝑓(𝑥) = sin(𝑥)，𝑔(𝑥) = sin(√2𝑥)。容易验证，对于任意 𝑥 ∈ ℝ，

𝑓(𝑥 + 2𝜋) = 𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥 + √2𝜋) = 𝑔(𝑥)

因此 𝑓 和 𝑔 都是 ℝℝ 中的周期函数。现在令 ℎ = 𝑓 + 𝑔。下面说明 ℎ 不是周期函数。

使用反证法，假设存在实数 𝑝 > 0，满足 ℎ(𝑥) = ℎ(𝑥 + 𝑝) 对所有 𝑥 ∈ ℝ 成立，即

sin(𝑥) + sin(√2𝑥) = sin(𝑥 + 𝑝) + sin(√2𝑥 + √2𝑝) （式 1）

对式 1 两边同时求导两次，得到
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图 1 函数 ℎ(𝑥) = sin(𝜋𝑥) + sin(√2𝜋𝑥) 的图像。

− sin(𝑥) − 2 sin(√2𝑥) = − sin(𝑥 + 𝑝) − 2 sin(√2𝑥 + √2𝑝) （式 2）

将式 1 与式 2 相加并化简，得到

sin(√2𝑥) = sin(√2𝑥 + √2𝑝) （式 3）

进一步将式 1 减去式 3，得到

sin(𝑥) = sin(𝑥 + 𝑝) （式 4）

向式 3 与式 4 中代入 𝑥 = 0，得到

sin(𝑝) = sin(√2𝑝) = 0

这意味着存在 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℤ，使得 √2𝑝 = 2𝑘1𝜋 且 𝑝 = 2𝑘2𝜋。联立消去 𝑝，得到 √2 =
𝑘1/𝑘2，这与我们熟知的 √2 ∉ ℚ 矛盾，故假设不成立。

综上所述，ℎ 不是 ℝℝ 上的周期函数。这表明 ℝ → ℝ 上的周期函数构成的集合并不符
合子空间的条件（原书 1.34）中对“加法封闭性”的要求，因此其不是 ℝℝ 的子空间。

习题 10  设 𝑉1 和 𝑉2 都是 𝑉 的子空间，证明：交集 𝑉1 ∩ 𝑉2 是 𝑉 的子空间。

证明  记 𝑆 = 𝑉1 ∩ 𝑉2，我们逐条验证其满足子空间的条件（原书 1.34）：

加法单位元 0 ∈ 𝑆。
证明：由于 𝑉1 和 𝑉2 都是 𝑉 的子空间，因此 0 ∈ 𝑉1 且 0 ∈ 𝑉2，从而 0 ∈ 𝑆。

加法封闭性 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑆  意味着 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑆。
证明：设 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑆，则

𝑢 ∈ 𝑉1, 𝑤 ∈ 𝑉1, 𝑢 ∈ 𝑉2, 𝑤 ∈ 𝑉2

因此 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑉1 且 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑉2，从而 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑆。

数乘封闭性 𝑎 ∈ 𝑉 且 𝑢 ∈ 𝑆  意味着 𝑎𝑢 ∈ 𝑆。
证明：设 𝑢 ∈ 𝑆，则

𝑢 ∈ 𝑉1, 𝑢 ∈ 𝑉2

因此 𝑎𝑢 ∈ 𝑉1 且 𝑎𝑢 ∈ 𝑉2，从而 𝑎𝑢 ∈ 𝑆。
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综上所述，𝑉1 ∩ 𝑉2 是 𝑉 的子空间。 ■

习题 11  证明：𝑉 的任意一族子空间的交集是 𝑉 的子空间。

证明  设 𝑉1, …, 𝑉𝑛 都是 𝑉 的子空间，记 𝑆 = 𝑉1 ∩ ⋯ ∩ 𝑉𝑛。我们关于 𝑛 使用数学归
纳法。

第 1 步
当 𝑛 = 1 时，𝑆 = 𝑉1，显然是 𝑉 的子空间。

第 𝑘 步
假设当 𝑛 = 𝑘 − 1 时，结论成立，即 𝑉1 ∩ ⋯ ∩ 𝑉𝑘−1 是 𝑉 的子空间。又因为 𝑉𝑘

是 𝑉 的子空间，由习题 10 可知，(𝑉1 ∩ ⋯ ∩ 𝑉𝑘−1) ∩ 𝑉𝑘 也是 𝑉 的子空间。由
此，我们证明了当 𝑛 = 𝑘 时，结论也成立。

综上所述，𝑉 的任意一族子空间的交集是 𝑉 的子空间。 ■

习题 12  证明：𝑉 的两个子空间的并集是 𝑉 的子空间，当且仅当其中一个子空间是
另一个的子集。

证明  设 𝑉1 和 𝑉2 都是 𝑉 的子空间。我们首先说明充分性。不妨设 𝑉1 ⊆ 𝑉2，则 𝑉1 ∪
𝑉2 = 𝑉2 是 𝑉 的子空间。

下面说明必要性。使用反证法，假设 𝑉1 ∪ 𝑉2 是 𝑉 的子空间，以及 𝑉1 ⊈ 𝑉2 且 𝑉2 ⊈
𝑉1。则可以找到 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉，使得 𝑣1 ∈ 𝑉1 且 𝑣1 ∉ 𝑉2，以及 𝑣2 ∈ 𝑉2 且 𝑣2 ∉ 𝑉1。

令 𝑢 = 𝑣1 + 𝑣2。由于 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉1 ∪ 𝑉2，因此 𝑢 ∈ 𝑉1 ∪ 𝑉2。不妨设 𝑢 ∈ 𝑉1，则 𝑣2 =
𝑢 − 𝑣1 ∈ 𝑉1，矛盾，故假设不成立。

综上所述，𝑉 的两个子空间的并集是 𝑉 的子空间，当且仅当其中一个子空间是另一个
的子集。 ■

习题 13  证明：𝑉 的三个子空间的并集是 𝑉 的子空间，当且仅当其中一个包含另外
两个。
注 令人惊讶的是，这道习题比习题 12 难不少，也许是因为如果我们把 𝔽 换成只包含两个元素的域，这
道习题的结论就不成立了。

证明  设 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3 都是 𝑉 的子空间。我们首先说明充分性。不妨设 𝑉1 ⊆ 𝑉3 且 𝑉2 ⊆
𝑉3，则 𝑉1 ∪ 𝑉2 ∪ 𝑉3 = 𝑉3 是 𝑉 的子空间。

下面说明必要性。使用反证法，假设 𝑉1 ∪ 𝑉2 ∪ 𝑉3 是 𝑉 的子空间，以及任意一个 𝑉𝑗

都不包含另外两个。
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我们首先说明，任意一个 𝑉𝑗 都不是另外两个的并集的子集。否则，不妨设 𝑉1 ⊆ 𝑉2 ∪
𝑉3，则 𝑉1 ∪ 𝑉2 ∪ 𝑉3 = 𝑉2 ∪ 𝑉3 是 𝑉 的子空间。应用习题 12，可以推出 𝑉2 ⊆ 𝑉3 或 𝑉3 ⊆
𝑉2，这说明 𝑉2 或 𝑉3 包含另外两个，矛盾，故假设不成立。因此，

𝑉1 ⊈ 𝑉2 ∪ 𝑉3 ∧ 𝑉2 ∪ 𝑉3 ⊈ 𝑉1

所以可以找到 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 使得 𝑢 ∈ 𝑉1 且 𝑢 ∉ 𝑉2 ∪ 𝑉3，以及 𝑣 ∈ 𝑉2 ∪ 𝑉3 且 𝑣 ∉ 𝑉1。由
于 𝑉1，𝑉2 和 𝑉3 都包含 0，因此 𝑢 ≠ 0 且 𝑣 ≠ 0。我们取集合 𝑣 + span(𝑢)注 1，

𝑣 + span(𝑢) = {𝑣 + 𝜆𝑢 : 𝜆 ∈ 𝔽}

下面我们说明 𝑉1 ∩ (𝑣 + span(𝑢)) = ∅。使用反证法，假设存在 𝑤 = 𝑣 + 𝑘1𝑢 ∈ 𝑉1，则
𝑣 = 𝑤 − 𝑘1𝑢。又因为 𝑤 ∈ 𝑉1 且 𝑢 ∈ 𝑉1，因此 𝑣 ∈ 𝑉1，矛盾，故假设不成立，即 𝑉1 ∩ (𝑣 +
span(𝑢)) = ∅。

根据反证假设 𝑉1 ∪ 𝑉2 ∪ 𝑉3 是向量空间，因此 𝑣 + span(𝑢) ⊆ 𝑉1 ∪ 𝑉2 ∪ 𝑉3。又因为
𝑉1 ∩ (𝑣 + span(𝑢)) = ∅，所以

𝑣 + span(𝑢) ⊆ 𝑉2 ∪ 𝑉3

现在，我们说明 𝑣 + span(𝑢) 中包含至少 3 个元素。我们取函数

𝑓 : 𝔽 → 𝑣 + span(𝑢)
𝑥 ↦ 𝑣 + 𝑥𝑢

对于任意的 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝔽，我们有

𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2) = (𝑣 + 𝑥1𝑢) − (𝑣 + 𝑥2𝑢) = (𝑥1 − 𝑥2)𝑢

由于 𝑢 ≠ 0，因此 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) 当且仅当 𝑥1 = 𝑥2。这说明 𝑓 是单射，即 𝑣 + span(𝑢)
至少和 𝔽 一样大，因此 𝑣 + span(𝑢) 至少包含 3 个元素。

根据抽屉原理注 2，在 𝑉2 与 𝑉3 中至少有一个包含 𝑣 + span(𝑢) 中的两个元素。不妨
设 𝑉2 包含 𝑣 + span(𝑢) 中的两个元素 𝑤1 = 𝑣 + 𝜇1𝑢 和 𝑤2 = 𝑣 + 𝜇2𝑢，其中 𝜇1, 𝜇2 ∈ 𝔽 且
𝜇1 ≠ 𝜇2。由于 𝑉2 是向量空间，故

𝑤1 − 𝑤2 = (𝑣 + 𝜇1𝑢) − (𝑣 + 𝜇2𝑢) = (𝜇1 − 𝜇2)𝑢 ∈ 𝑉2

由于 𝜇1 ≠ 𝜇2，我们立即得到 𝑢 ∈ 𝑉2，而这与 𝑢 ∉ 𝑉2 ∪ 𝑉3 矛盾，故假设不成立。

综上所述，𝑉 的三个子空间的并集是 𝑉 的子空间，当且仅当其中一个包含另外两个。■

注 1记号 span 在后续的 2A 节中由原书 2.19 定义，而记号 𝑣 + 𝑉 表示平移，由后续 3E 节原书 3.97 定义。但是
这里无需明白这些定义，将其当作一个集合的名字即可。

注 2抽屉原理的一种通俗的说法是：若将 𝑛 个物品放在 𝑟 个盒子里，𝑟 < 𝑛，那么至少有一个盒子包含多于一
个物品。在这里，相当于是将 𝑣 + span(𝑢) 中的大于等于 3 个物品放入 𝑉2 和 𝑉3 两个盒子中。
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习题 14  令

𝑈 = {(𝑥, −𝑥, 2𝑥) ∈ 𝔽3 : 𝑥 ∈ 𝔽} 与 𝑊 = {(𝑥, 𝑥, 2𝑥) ∈ 𝔽3 : 𝑥 ∈ 𝔽}

用符号描述 𝑈 + 𝑊，并给出不使用符号的描述。

解释  我们声称

𝑆 = {(𝑥, 𝑦, 2𝑥) ∈ 𝔽3 : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔽3} = 𝑈 + 𝑊

为了证明这一点，我们将论证 𝑆 ⊆ 𝑈 + 𝑊 以及 𝑈 + 𝑊 ⊆ 𝑆。现在设 𝑢 = (𝑎, 𝑏, 2𝑎)，
其中 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔽，即 𝑢 ∈ 𝑆。注意到 𝑢 = 𝑣1 + 𝑣2，其中

𝑣1 = (𝑎 − 𝑏
2 , −𝑎 − 𝑏

2 , 𝑎 − 𝑏) ∈ 𝑈

𝑣2 = (𝑎 + 𝑏
2 , 𝑎 + 𝑏

2 , 𝑎 + 𝑏) ∈ 𝑊

故 𝑢 ∈ 𝑈 + 𝑊，这表明 𝑆 ⊆ 𝑈 + 𝑊。另一方面，设 𝑢 = (𝑎 + 𝑏, −𝑎 + 𝑏, 2𝑎 + 2𝑏)，其
中 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔽，即 𝑢 ∈ 𝑈 + 𝑊。注意到 𝑢 = (𝑥, 𝑦, 2𝑥)，其中

{𝑥 = 𝑎 + 𝑏
𝑦 = −𝑎 + 𝑏

这表明 𝑢 ∈ 𝑆，即 𝑈 + 𝑊 ⊆ 𝑆。综上所述，𝑆 = 𝑈 + 𝑊。

不使用符号的描述：𝑈 + 𝑊 是 𝔽3 中第三个分量是第一个分量的两倍的所有元素构成
的集合。

习题 15  设 𝑈 是 𝑉 的子空间，那么 𝑈 + 𝑈 是什么？

解答  由子空间加法封闭性可知，𝑈 + 𝑈 ⊆ 𝑈，另一方面，对于 𝑢 ∈ 𝑈，我们有 𝑢 +
0 = 𝑢，因此 𝑈 ⊆ 𝑈 + 𝑈。综上所述，𝑈 + 𝑈 = 𝑈。

习题 16  𝑉 的“子空间求和”运算可交换吗？换句话说，设 𝑈 和 𝑊 都是 𝑉 的子空
间，那么 𝑈 + 𝑊 = 𝑊 + 𝑈 是否成立？

解答  是的。我们有

𝑈 + 𝑊 = {𝑢 + 𝑤 : 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑤 ∈ 𝑊} = {𝑤 + 𝑢 : 𝑢 ∈ 𝑈, 𝑤 ∈ 𝑊} = 𝑊 + 𝑈

这说明 𝑈 + 𝑊 = 𝑊 + 𝑈 成立。

习题 17  𝑉 的“子空间求和”运算可结合吗？换句话说，设 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3 都是 𝑉 的子
空间，那么 (𝑉1 + 𝑉2) + 𝑉3 = 𝑉1 + (𝑉2 + 𝑉3) 是否成立？
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解答  是的。我们有

(𝑉1 + 𝑉2) + 𝑉3 = {𝑢 + 𝑤 : 𝑢 ∈ 𝑉1 + 𝑉2, 𝑤 ∈ 𝑉3}

= {𝑢 + 𝑤 : 𝑢 ∈ {𝑣1 + 𝑣2 : 𝑣1 ∈ 𝑉1, 𝑣2 ∈ 𝑉2}, 𝑤 ∈ 𝑉3}

= {𝑣1 + 𝑣2 + 𝑤 : 𝑣1 ∈ 𝑉1, 𝑣2 ∈ 𝑉2, 𝑤 ∈ 𝑉3}

= 𝑉1 + (𝑉2 + 𝑉3)

这说明 (𝑉1 + 𝑉2) + 𝑉3 = 𝑉1 + (𝑉2 + 𝑉3) 成立。

习题 18  𝑉 的“子空间求和”运算有没有加法单位元？哪些子空间有加法逆元？

解答  “子空间求和”运算的加法单位元是 {0}。设 𝑈 是 𝑉 的子空间，对于任意 𝑢 ∈
𝑈,都有 𝑢 + 0 = 𝑢，故 𝑈 + {0} = 𝑈。

由于 {0} + {0} = {0}，故 {0} 有加法逆元 {0}。我们下面说明，除此之外，没有任何
子空间有加法逆元。使用反证法，假设 𝑈 是 𝑉 的子空间，满足 𝑈 ≠ {0} 且 𝑊 是 𝑈 的加
法逆元，注意到 𝑈 ⊆ 𝑈 + 𝑊 = {0}，矛盾，故假设不成立。

综上所述，“子空间求和”运算的加法单位元是 {0}，而只有 {0} 有加法逆元。

习题 19  证明或证伪：如果 𝑉1，𝑉2，𝑈 都是 𝑉 的子空间，且

𝑉1 + 𝑈 = 𝑉2 + 𝑈

则有 𝑉1 = 𝑉2。

解答  令

𝑉 = ℝ3

𝑈 = {(0, 𝑥, 𝑦) ∈ ℝ3 : 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ}

𝑉1 = {0}

𝑉2 = {(0, 𝑥, 0) ∈ ℝ3 : 𝑥 ∈ ℝ}

注意到 𝑉1 + 𝑈 = 𝑈 = 𝑉2 + 𝑈，但 𝑉1 ≠ 𝑉2。

该反例说明，题目中的命题不成立。

习题 20  令

𝑈 = {(𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑦) ∈ 𝔽4 : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔽}

求 𝔽4 的一个子空间 𝑊，使得 𝔽4 = 𝑈 ⊕ 𝑊。

解答  取

𝑊 = {(𝑥, 0, 𝑦, 0) ∈ 𝔽4 : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔽}
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我们首先证明 𝔽4 = 𝑈 + 𝑊。任取 𝑢 = (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ 𝔽4，注意到 𝑢 = 𝑣1 + 𝑣2，其中，

𝑣1 = (𝑏, 𝑏, 𝑑, 𝑑) ∈ 𝑈

𝑣2 = (𝑎 − 𝑏, 0, 𝑐 − 𝑑, 0) ∈ 𝑊

进一步地，我们说明这个和是直和。根据两个子空间的直和的条件（原书 1.46），我
们只需说明 𝑈 ∩ 𝑊 = {0}。设 𝑣 ∈ 𝑈 ∩ 𝑊，那么存在 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝔽，使得

(𝑎, 𝑎, 𝑏, 𝑏) = 𝑣 = (𝑐, 0, 𝑑, 0)

解得 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 0，故 𝑈 ∩ 𝑊 = {0}。

综上所述，𝔽4 = 𝑈 ⊕ 𝑊。
注 𝑊  还有其他符合题意的构造方案，例如 𝑊 = {(0, 𝑥, 0, 𝑦) ∈ 𝔽4 : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔽}。

习题 21  令

𝑈 = {(𝑥, 𝑦, 𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦, 2𝑥) ∈ 𝔽5 : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔽}

求 𝔽5 的一个子空间 𝑊，使得 𝔽5 = 𝑈 ⊕ 𝑊。

解答  取

𝑊 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0, 0) ∈ 𝔽5 : 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝔽}

我们首先说明，𝔽5 = 𝑈 + 𝑊。任取 𝑢 = (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓) ∈ 𝔽5，注意到 𝑢 = 𝑤 + 𝑣，其中

𝑤 = (𝑒
2, −𝑑 + 𝑒

2, −𝑑 + 𝑒, 𝑑, 𝑒)

𝑣 = (𝑎 − 𝑒
2, 𝑏 + 𝑑 − 𝑒

2, 𝑐 + 𝑑 − 𝑒, 0, 0)

进一步地，我们说明这个和是直和。我们将 0 分解为两个向量的和，使得每个向量都
来自于一个子空间。具体地，我们设

0 = (𝑎, 𝑏, 𝑎 + 𝑏, 𝑎 − 𝑏, 2𝑎) + (𝑐, 𝑑, 𝑒, 0, 0)

其中 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 ∈ 𝔽。这给出一个五元一次方程组

{{
{{{
{{
{
{{{
{{{
{𝑎 + 𝑐 = 0

𝑏 + 𝑑 = 0
𝑎 + 𝑏 + 𝑒 = 0
𝑎 − 𝑏 = 0
2𝑎 = 0

这个方程组的唯一解是 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 𝑒 = 0，这说明 0 只有唯一的表示方式。根据
直和的条件（原书 1.45），我们确认 𝔽5 = 𝑈 ⊕ 𝑊。
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习题 22  令

𝑈 = {(𝑥, 𝑦, 𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦, 2𝑥) ∈ 𝔽5 : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔽}

求 𝔽5 的三个都不为 {0} 的子空间 𝑊1，𝑊2 和 𝑊3，使得 𝔽5 = 𝑈 ⊕ 𝑊1 ⊕ 𝑊2 ⊕ 𝑊3。

解答  对于 𝑖 ∈ {1, 2, 3}，取

𝑊1 = {(𝑥, 0, 0, 0, 0) ∈ 𝔽5 : 𝑥 ∈ 𝔽}

𝑊2 = {(0, 𝑥, 0, 0, 0) ∈ 𝔽5 : 𝑥 ∈ 𝔽}

𝑊3 = {(0, 0, 𝑥, 0, 0) ∈ 𝔽5 : 𝑥 ∈ 𝔽}

我们首先说明，𝔽5 = 𝑈 + 𝑊1 + 𝑊2 + 𝑊3。任取 𝑢 = (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓) ∈ 𝔽5，注意到 𝑢 =
𝑤 + 𝑣1 + 𝑣2 + 𝑣3，其中

𝑤 = (𝑒
2, −𝑑 + 𝑒

2, −𝑑 + 𝑒, 𝑑, 𝑒)

𝑣1 = (𝑎 − 𝑒
2, 0, 0, 0, 0)

𝑣2 = (0, 𝑏 + 𝑑 − 𝑒
2, 0, 0, 0)

𝑣3 = (0, 0, 𝑐 + 𝑑 − 𝑒, 0, 0)

进一步地，我们说明这个和是直和。我们将 0 分解为四个向量的和，使得每个向量都
来自于一个子空间。具体地，我们设

0 = (𝑎, 𝑏, 𝑎 + 𝑏, 𝑎 − 𝑏, 2𝑎) + (𝑐, 0, 0, 0, 0) + (0, 𝑑, 0, 0, 0) + (0, 0, 𝑒, 0, 0)

其中 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 ∈ 𝔽。这给出一个五元一次方程组

{{
{{{
{{
{
{{{
{{{
{𝑎 + 𝑐 = 0

𝑏 + 𝑑 = 0
𝑎 + 𝑏 + 𝑒 = 0
𝑎 − 𝑏 = 0
2𝑎 = 0

这个方程组的唯一解是 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 𝑒 = 0，这说明 0 只有唯一的表示方式。根据
直和的条件（原书 1.45），我们确认 𝔽5 = 𝑈 ⊕ 𝑊1 ⊕ 𝑊2 ⊕ 𝑊3。

习题 23  证明或证伪：如果 𝑉1，𝑉2，𝑈 都是 𝑉 的子空间，且

𝑉 = 𝑉1 ⊕ 𝑈 ∧ 𝑉 = 𝑉2 ⊕ 𝑈

则有 𝑉1 = 𝑉2。
提示 在尝试确认线性代数中的一个命题是否成立时，先在 𝔽2 中试试，通常时很有帮助的。
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解答  令

𝑉 = 𝔽2

𝑈 = {(0, 𝑥) ∈ 𝔽2 : 𝑥 ∈ 𝔽}

𝑉1 = {(𝑥, 0) ∈ 𝔽2 : 𝑥 ∈ 𝔽}

𝑉2 = {(𝑥, 𝑥) ∈ 𝔽2 : 𝑥 ∈ 𝔽}

容易验证，𝑉 = 𝑉1 ⊕ 𝑈 且 𝑉 = 𝑉2 ⊕ 𝑈，但 𝑉1 ≠ 𝑉2。

该反例说明，题目中的命题不成立。

习题 24  函数 𝑓 : ℝ → ℝ 被成为偶的（even），是指

𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥)

对所有 𝑥 ∈ ℝ 成立。函数 𝑓 : ℝ → ℝ 被成为奇的（odd），是指

𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥)

对所有 𝑥 ∈ ℝ 成立。令 𝑉e 代表 ℝ 上的实值偶函数构成的集合，𝑉o 代表 ℝ 上的实值
奇函数构成的集合。证明：ℝℝ = 𝑉e + 𝑉o。

证明  我们首先说明 ℝℝ = 𝑉e + 𝑉o。任意一个函数 𝑓 : ℝ → ℝ 都可以写成 𝑓 = 𝑓e + 𝑓o，
其中

𝑓e(𝑥) = 1
2(𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥))

𝑓o(𝑥) = 1
2(𝑓(𝑥) − 𝑓(−𝑥))

注意到

𝑓e(−𝑥) = 1
2(𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥)) = 𝑓e(𝑥)

𝑓o(−𝑥) = 1
2(𝑓(−𝑥) − 𝑓(𝑥)) = 𝑓o(𝑥)

因此 𝑓e ∈ 𝑉e 且 𝑓o ∈ 𝑉o。这说明 𝑓 = 𝑓e + 𝑓o ∈ 𝑉e + 𝑉o，即 ℝℝ = 𝑉e + 𝑉o。

下面说明 𝑉e ∩ 𝑉o = {0}。设 𝑓 ∈ 𝑉e ∩ 𝑉o，则 𝑓 是偶函数且奇函数。我们有

𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥) ∧ 𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥)

这说明 𝑓(𝑥) = −𝑓(𝑥) 对所有 𝑥 ∈ ℝ 成立，因此 𝑓(𝑥) = 0 对所有 𝑥 ∈ ℝ 成立，即 𝑓 =
0。因此 𝑉e ∩ 𝑉o = {0}。

根据两个子空间的直和的条件（原书 1.46），我们确认 ℝℝ = 𝑉e ⊕ 𝑉o。 ■

26 向量空间



线性代数应该这样学 习题解答

第 2 章 有限维向量空间

2A 张成空间和线性无关性
习题 1  求 𝔽3 中的四个不同的向量，其张成空间为

{(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝔽3 : 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0}

解答  取 𝑢 = (1, 0, −1)，𝑣 = (0, 1, −1)。根据张成空间的定义，

span(𝑢, 𝑣) = {(𝑥, 𝑦, −𝑥 − 𝑦) ∈ 𝔽3 : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔽}

这已经是题目所要求的张成空间了。为了补足四个不同的向量，我们可以取 𝑤1 = 2𝑢，
𝑤2 = 2𝑣。

综上所述，题目要求的四个不同的向量可以是

(1, 0, −1), (0, 1, −1), (2, 0, −2), (0, 2, −2)

习题 2  证明或证伪：如果向量组 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4 张成 𝑉，那么向量组

𝑣1 − 𝑣2, 𝑣2 − 𝑣3, 𝑣3 − 𝑣4, 𝑣4

也张成 𝑉。

证明  对于任意 𝑣 ∈ 𝑉，可以将其表示为
𝑣 = 𝑎1𝑣1 + 𝑎2𝑣2 + 𝑎3𝑣3 + 𝑎4𝑣4

其中 𝑎𝑖 ∈ 𝔽。我们可以将其改写为

𝑣 = 𝑎1(𝑣1 − 𝑣2) + (𝑎1 + 𝑎2)(𝑣2 − 𝑣3) + (𝑎2 + 𝑎3)(𝑣3 − 𝑣4) + (𝑎3 + 𝑎4)𝑣4

这说明 𝑣 可以用 𝑣1 − 𝑣2，𝑣2 − 𝑣3，𝑣3 − 𝑣4 和 𝑣4 线性表示，这表明 𝑉 ⊆ span(𝑣1 −
𝑣2, 𝑣2 − 𝑣3, 𝑣3 − 𝑣4, 𝑣4)。

另一方面，设 𝑣 ∈ span(𝑣1 − 𝑣2, 𝑣2 − 𝑣3, 𝑣3 − 𝑣4, 𝑣4)，则 𝑣 可以表示为

𝑣 = 𝑏1(𝑣1 − 𝑣2) + 𝑏2(𝑣2 − 𝑣3) + 𝑏3(𝑣3 − 𝑣4) + 𝑏4𝑣4

其中 𝑏𝑖 ∈ 𝔽。我们可以将其改写为

𝑣 = (𝑏1 + 𝑏2)𝑣1 + (𝑏2 + 𝑏3)𝑣2 + (𝑏3 + 𝑏4)𝑣3 + 𝑏4𝑣4

这说明 𝑣 可以用 𝑣1，𝑣2，𝑣3 和 𝑣4 线性表示，这表明 span(𝑣1 − 𝑣2, 𝑣2 − 𝑣3, 𝑣3 − 𝑣4, 𝑣4) ⊆
𝑉。
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综上所述，𝑉 = span(𝑣1 − 𝑣2, 𝑣2 − 𝑣3, 𝑣3 − 𝑣4, 𝑣4)，即向量组 𝑣1 − 𝑣2, 𝑣2 − 𝑣3, 𝑣3 −
𝑣4, 𝑣4 也张成 𝑉。 ■

习题 3  设 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是 𝑉 中的一组向量。对于 𝑘 ∈ {1, …, 𝑚}，令

𝑤𝑘 = 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑘

证明：span(𝑣1, …, 𝑣𝑚) = span(𝑤1, …, 𝑤𝑚)。

证明  设 𝑢 ∈ span(𝑣1, …, 𝑣𝑚)，则 𝑢 可以表示为
𝑢 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚

其中 𝑎𝑖 ∈ 𝔽。我们可以将其改写为

𝑢 = 𝑏1𝑤1 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑤𝑚

其中对于 𝑘 ∈ {1, …, 𝑚}，𝑏𝑘 = 𝑎𝑘 − 𝑎𝑘+1（方便起见，我们设 𝑎𝑚+1 = 0。为了验证这
一点，我们带入 𝑏𝑖 和 𝑤𝑖 的定义，得到

𝑏1𝑤1 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑤𝑚 = ∑
𝑚

𝑖=1
(𝑎𝑖 − 𝑎𝑖+1) ∑

𝑖

𝑗=1
𝑣𝑗

= ∑
𝑚

𝑖=1
∑

𝑖

𝑗=1
(𝑎𝑖 − 𝑎𝑖+1)𝑣𝑗

= ∑
𝑚

𝑗=1
∑
𝑚

𝑖=𝑗
(𝑎𝑖 − 𝑎𝑖+1)𝑣𝑗

= ∑
𝑚

𝑗=1
(∑

𝑚

𝑖=𝑗
𝑎𝑖 − ∑

𝑚

𝑖=𝑗
𝑎𝑖+1)𝑣𝑗

= ∑
𝑚

𝑗=1
𝑎𝑗𝑣𝑗 = 𝑢

这说明 𝑢 可以用 𝑤1, …, 𝑤𝑚 线性表示，因此 span(𝑣1, …, 𝑣𝑚) ⊆ span(𝑤1, …, 𝑤𝑚)。另一
方面，设 𝑢 ∈ span(𝑤1, …, 𝑤𝑚)，则 𝑢 可以表示为

𝑢 = 𝑎1𝑤1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑤𝑚

其中 𝑎𝑖 ∈ 𝔽。我们可以将其改写为

𝑢 = 𝑏1𝑣1 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑣𝑚

其中对于 𝑘 ∈ {1, …, 𝑚}，𝑏𝑘 = 𝑎𝑘 + ⋯ + 𝑎𝑚。为了验证这一点，我们带入 𝑏𝑖 和 𝑤𝑖 的
定义，得到

28 有限维向量空间



线性代数应该这样学 习题解答

𝑏1𝑣1 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑣𝑚 = ∑
𝑚

𝑖=1
(∑

𝑚

𝑗=𝑖
𝑎𝑗)𝑣𝑖

= ∑
𝑚

𝑖=1
∑
𝑚

𝑗=𝑖
𝑎𝑗𝑣𝑖

= ∑
𝑚

𝑗=1
∑

𝑗

𝑖=1
𝑎𝑗𝑣𝑖

= ∑
𝑚

𝑗=1
𝑎𝑗 ∑

𝑗

𝑖=1
𝑣𝑖

= ∑
𝑚

𝑗=1
𝑎𝑗𝑤𝑗 = 𝑢

这说明 𝑢 可以用 𝑣1, …, 𝑣𝑚 线性表示，因此 span(𝑤1, …, 𝑤𝑚) ⊆ span(𝑣1, …, 𝑣𝑚)。

综上所述，span(𝑣1, …, 𝑣𝑚) = span(𝑤1, …, 𝑤𝑚)。 ■

习题 4
(a) 证明：向量空间中长度为 1 的组线性无关，当且仅当组中的该向量不是 0；
(b) 证明：向量空间中长度为 2 的组线性无关，当且仅当组中两个向量的任意一

个不是另一个的标量倍。

证明  设 𝑉 是向量空间。对于第一个命题，设 𝑣 ∈ 𝑉。首先说明充分性。假设 𝑣 ≠ 0，
根据 1B 节习题 2（见第 7 页），使得 𝑎𝑣 = 0 成立的 𝑎 ∈ 𝔽 的唯一选取方式是 𝑎 = 0，根
据线性无关的定义（原书 2.15），这表明向量组 𝑣 是线性无关的。

然后说明必要性，如果 𝑣 = 0，则我们有

0𝑣 = 1𝑣 = 0

根据线性无关的定义（原书 2.15），向量组 0 不是线性无关的。

对于第二个命题，设 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉。首先说明充分性：使用反证法，假设 𝑣1 和 𝑣2 不是线
性无关的，即存在 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝔽，使得

𝑎1𝑣1 + 𝑎2𝑣2 = 0

其中 𝑎1 和 𝑎2 中至少有一个向量不为 0。不妨设 𝑎1 ≠ 0，那么，可以整理得

𝑣1 = −𝑎2
𝑎1

𝑣2

这表明 𝑣1 是 𝑣2 的标量倍，与题目条件矛盾。这说明，𝑣1 和 𝑣2 线性无关。

然后说明必要性：假设 𝑣1 和 𝑣2 线性无关，使用反证法，假设 𝑣1 和 𝑣2 中有一个向量
是另一个向量的标量倍，不妨设 𝑣1 = 𝑘𝑣2，其中 𝑘 ∈ 𝔽。注意到，

𝑣1 + (−𝑘)𝑣2 = 0
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这与线性无关的定义矛盾。因此，𝑣1 和 𝑣2 线性无关当且仅当组中两个向量的任意一
个不是另一个的标量倍。 ■

习题 5  求一数 𝑡 ∈ ℝ，使得向量组

(3, 1, 4), (2, −3, 5), (5, 9, 𝑡)

在 ℝ3 中不是线性无关的。

解答  𝑡 = 2。为了说明这一点，注意到，

(−3)(3, 1, 4) + 2(2, −3, 5) + 1(5, 9, 2) = 0

根据线性无关的定义（原书 2.15），这表明向量组 (3, 1, 4), (2, −3, 5), (5, 9, 2) 在 ℝ3 中
不是线性无关的。

习题 6  证明：向量组

(2, 3, 1), (1, −1, 2), (7, 3, 𝑐)

在 𝔽3 中线性相关，当且仅当 𝑐 = 8。

证明  首先说明充分性：当 𝑐 = 8 时，注意到

16(2, 3, 1) + 1(1, −1, 2) + (−5)(7, 3, 8) = 0

根据线性相关的定义（原书 2.17），这表明向量组 (2, 3, 1)，(1, −1, 2)，(7, 3, 8) 在 𝔽3

中线性相关。

然后说明必要性：使用反证法，假设 𝑐 ≠ 8 且向量组 (2, 3, 1), (1, −1, 2), (7, 3, 𝑐) 线性
相关。根据定义，存在 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ ℝ，使得

𝑎1(2, 3, 1) + 𝑎2(1, −1, 2) + 𝑎3(7, 3, 𝑐) = 0

其中 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ ℝ 中至少有一个不为 0。将其展开，得到下面方程组

{{
{
{{2𝑎1 + 𝑎2 + 7𝑎3 = 0

3𝑎1 − 𝑎2 + 3𝑎3 = 0
𝑎1 + 2𝑎2 + 𝑐𝑎3 = 0

由前两个方程，我们可以得到 𝑎2 = 3
2𝑎1 且 𝑎3 = −1

2𝑎1，代入第三个方程中，化简得

(𝑐 − 8)𝑎1 = 0

由于 𝑐 ≠ 8，只能有 𝑎1 = 0，而这将给出 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 0，与反证假设矛盾，故假设
不成立。

综上所述，向量组 (2, 3, 1), (1, −1, 2), (7, 3, 𝑐) 在 ℝ3 中线性相关当且仅当 𝑐 = 8。 ■
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习题 7
(a) 证明：如果我们将 ℂ 视为 ℝ 上的向量空间，那么向量组 1 + i, 1 − i 是线性

无关的；
(b) 证明：如果我们将 ℂ 视为 ℂ 上的向量空间，那么向量组 1 + i, 1 − i 是线性

相关的。

证明  利用习题 4 中的结论，我们只需注意到，

1 + 𝑖
1 − 𝑖 = i

考虑到 i ∈ ℂ 但是 i ∉ ℝ，因此 1 + 𝑖 只在 ℂ 上是 1 − i 的标量倍。这表明，如果我们
将 ℂ 视为 ℝ 上的向量空间，那么向量组 1 + i, 1 − i 是线性无关的，而如果我们将 ℂ 视为
ℂ 上的向量空间，那么向量组 1 + i, 1 − i 是线性相关的。 ■

习题 8  设 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4 是 𝑉 中的线性无关向量组。证明：向量组

𝑣1 − 𝑣2, 𝑣2 − 𝑣3, 𝑣3 − 𝑣4, 𝑣4

也线性无关。

证明  设 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4 ∈ 𝔽，使得

𝑎1(𝑣1 − 𝑣2) + 𝑎2(𝑣2 − 𝑣3) + 𝑎3(𝑣3 − 𝑣4) + 𝑎4𝑣4 = 0

整理得到

𝑎1𝑣1 + (𝑎2 − 𝑎1)𝑣2 + (𝑎3 − 𝑎2)𝑣3 + (𝑎4 − 𝑎3)𝑣4 = 0

由于 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4 线性无关，根据线性无关的定义（原书 2.15），只能有

{{
{{
{
{{{
{𝑎1 = 0

𝑎2 − 𝑎1 = 0
𝑎3 − 𝑎2 = 0
𝑎4 − 𝑎3 = 0

这说明 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 𝑎4 = 0。因此，根据线性无关的定义（原书 2.15），向量组 𝑣1 −
𝑣2, 𝑣2 − 𝑣3, 𝑣3 − 𝑣4, 𝑣4 线性无关。 ■

习题 9  证明或证伪：设 𝑣1, …, 𝑣𝑚 与 𝑉 中的线性无关向量组，则向量组

5𝑣1 − 4𝑣2, 𝑣2, 𝑣3, …, 𝑣𝑚

也线性无关。

证明  设 𝑎1, …, 𝑎𝑚 ∈ 𝔽，使得

𝑎1(5𝑣1 − 4𝑣2) + 𝑎2𝑣2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚 = 0
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整理得到

5𝑎1𝑣1 + (𝑎2 − 4𝑎1) + 𝑎3𝑣3 + 𝑎4𝑣4 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚 = 0

由于 𝑣1, …, 𝑣𝑚 线性无关，根据线性无关的定义（原书 2.15），只能有

{{
{{{
{{{
{
{
{{{
{{{
{{
{5𝑎1 = 0

𝑎2 − 4𝑎1 = 0
𝑎3 = 0
𝑎4 = 0
⋯
𝑎𝑚 = 0

这说明 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑚 = 0。因此，根据线性无关的定义（原书 2.15），向量组 5𝑣1 −
4𝑣2, 𝑣2, 𝑣3, …, 𝑣𝑚 线性无关。 ■

习题 10  证明或证伪：设 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是 𝑉 中的线性无关向量组，𝜆 ∈ 𝔽（𝜆 ≠ 0）。则
向量组

𝜆𝑣1, …, 𝜆𝑣𝑚

也线性无关。

证明  设 𝑎1, …, 𝑎𝑚 ∈ 𝔽，使得

𝑎1(𝜆𝑣1) + ⋯ + 𝑎𝑚(𝜆𝑣𝑚) = 0

整理得到

𝜆(𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚) = 0

由于 𝜆 ≠ 0，因此 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚 = 0。由于 𝑣1, …, 𝑣𝑚 线性无关，根据线性无关的
定义（原书 2.15），只能有 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑚 = 0。因此，根据线性无关的定义（原书 2.15），
向量组 𝜆𝑣1, …, 𝜆𝑣𝑚 线性无关。 ■

习题 11  证明或证伪：设 𝑣1, …𝑣𝑚 和 𝑤1, …, 𝑤𝑚 都是 𝑉 中的线性无关向量组。则向
量组

𝑣1 + 𝑤1, …, 𝑣𝑚 + 𝑤𝑚

也线性无关。

解答  取 𝑉 = ℝ2，并令

𝑣1 = (1, 0), 𝑣2 = (0, 1)

𝑤1 = (0, 1), 𝑤2 = (1, 0)

容易验证这两个向量组都是 ℝ2 中的线性无关向量组。然而，注意到
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1(𝑣1 + 𝑤1) + (−1)(𝑣2 + 𝑤2) = 1(1, 1) + (−1)(1, 1) = 0

根据线性无关的定义（原书 2.15），这表明向量组 𝑣1 + 𝑤1, 𝑣2 + 𝑤2 不是线性无关的，
因此原命题不成立。

习题 12  设 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是 𝑉 中的线性无关向量组，且 𝑤 ∈ 𝑉。证明：若向量组

𝑣1 + 𝑤, …, 𝑣𝑚 + 𝑤

线性相关，则 𝑤 ∈ span(𝑣1, …, 𝑣𝑚)。

证明  由于向量组 𝑣1 + 𝑤, …, 𝑣𝑚 + 𝑤 线性相关，根据线性相关的定义（原书 2.17），存
在 𝑎1, …, 𝑎𝑚 ∈ 𝔽，使得

𝑎1(𝑣1 + 𝑤) + ⋯ + 𝑎𝑚(𝑣𝑚 + 𝑤) = 0 （式 1）

其中 𝑎1, …, 𝑎𝑚 中至少有一个不为 0。

下面我们说明 𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑚 ≠ 0。整理式 1 可得

𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚 + (𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑚)𝑤 = 0

反证假设 𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑚 = 0，则 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚 = 0，而这与线性无关的定义（原书
2.15）矛盾。因此，我们只能有 𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑚 ≠ 0。

所以，我们可以将式 1 改写为

𝑤 = −𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚
𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑚

更进一步地，对于 𝑘 ∈ {1, …, 𝑚}，令

𝑏𝑘 = − 𝑎𝑘
𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑚

则有

𝑤 = 𝑏1𝑣1 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑣𝑚

根据张成空间的定义（原书 2.4），这表明 𝑤 ∈ span(𝑣1, …, 𝑣𝑚)。 ■

习题 13  设 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是 𝑉 中的线性无关向量组，且 𝑤 ∈ 𝑉。证明：

𝑣1, …, 𝑣𝑚, 𝑤 线性无关 ⟺ 𝑤 ∉ span(𝑣1, …, 𝑣𝑚)

证明  首先说明充分性：现在 𝑣1, …, 𝑣𝑚, 𝑤 线性无关。反证假设 𝑤 ∈ span(𝑣1, …, 𝑣𝑚)，
则根据张成空间的定义（原书 2.4），存在 𝑎1, …, 𝑎𝑚 ∈ 𝔽，使得

𝑤 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚

整理得到
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𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚 + (−1)𝑤 = 0

根据线性无关的定义（原书 2.15），这与 𝑣1, …, 𝑣𝑚, 𝑤 线性无关矛盾，因此，𝑤 ∉
span(𝑣1, …, 𝑣𝑚)。

然后说明必要性：现在 𝑤 ∉ span(𝑣1, …, 𝑣𝑚)。反证假设 𝑣1, …, 𝑣𝑚, 𝑤 线性相关。根据线
性相关的定义（原书 2.17），存在 𝑎1, …, 𝑎𝑚+1 ∈ 𝔽，使得

𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚 + 𝑎𝑚+1𝑤 = 0 （式 1）

其中 𝑎1, …, 𝑎𝑚+1 中至少有一个不为 0。我们有 𝑎𝑚+1 ≠ 0。这是因为，如果 𝑎𝑚+1 = 0，
则我们可以将式 1 改写为

𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚 = 0

这与题目条件中 𝑣1, …, 𝑣𝑚 线性无关矛盾。因此，𝑎𝑚+1 ≠ 0。

所以，我们可以将式 1 改写为

𝑤 = −𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚
𝑎𝑚+1

更进一步地，对于 𝑘 ∈ {1, …, 𝑚}，令

𝑏𝑘 = − 𝑎𝑘
𝑎𝑚+1

则有

𝑤 = 𝑏1𝑣1 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑣𝑚

这表明 𝑤 ∈ span(𝑣1, …, 𝑣𝑚)，与反证假设 𝑤 ∉ span(𝑣1, …, 𝑣𝑚) 矛盾。因此，𝑣1, …, 𝑣𝑚, 𝑤
线性无关。

综上所述，𝑣1, …, 𝑣𝑚, 𝑤 线性无关当且仅当 𝑤 ∉ span(𝑣1, …, 𝑣𝑚)。 ■

习题 14  设 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是 𝑉 中的向量组。对于 𝑘 ∈ {1, …, 𝑚}，令

𝑤𝑘 = 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑘

证明：如果向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚 线性无关，当且仅当向量组 𝑤1, …, 𝑤𝑚 线性无关。

证明  首先说明充分性：现在 𝑤1, …, 𝑤𝑚 线性无关。设 𝑎1, …, 𝑎𝑚 ∈ 𝔽 使得

𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚 = 0

我们可以将其改写为

𝑏1𝑤1 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑤𝑚 = 0

其中对于 𝑘 ∈ {1, …, 𝑚}，𝑏𝑘 = 𝑎𝑘 − 𝑎𝑘+1（方便起见，我们令 𝑎𝑚+1 = 0）。为了验证这
一点，我们带入 𝑏𝑖 和 𝑤𝑖 的定义，得到
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𝑏1𝑤1 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑤𝑚 = ∑
𝑚

𝑖=1
(𝑎𝑖 − 𝑎𝑖+1) ∑

𝑖

𝑗=1
𝑣𝑗

= ∑
𝑚

𝑖=1
∑

𝑖

𝑗=1
(𝑎𝑖 − 𝑎𝑖+1)𝑣𝑗

= ∑
𝑚

𝑗=1
∑
𝑚

𝑖=𝑗
(𝑎𝑖 − 𝑎𝑖+1)𝑣𝑗

= ∑
𝑚

𝑗=1
(∑

𝑚

𝑖=𝑗
𝑎𝑖 − ∑

𝑚

𝑖=𝑗
𝑎𝑖+1)𝑣𝑗

= ∑
𝑚

𝑗=1
𝑎𝑗𝑣𝑗 = 0

这说明 𝑏1 = ⋯ = 𝑏𝑚 = 0，也即

{{
{{
{
{{{
{𝑎1 − 𝑎2 = 0

⋯
𝑎𝑚−1 − 𝑎𝑚 = 0
𝑎𝑚 = 0

这解得 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑚 = 0，于是根据线性无关的定义（原书 2.15），向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚

线性无关。

然后说明必要性：现在 𝑣1, …, 𝑣𝑚 线性无关。设 𝑎1, …, 𝑎𝑚 ∈ 𝔽 使得

𝑎1𝑤1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑤𝑚 = 0

我们可以将其改写为

𝑏1𝑣1 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑣𝑚 = 0

其中对于 𝑘 ∈ {1, …, 𝑚}，𝑏𝑘 = 𝑎𝑘 + ⋯ + 𝑎𝑚。为了验证这一点，我们带入 𝑏𝑖 和 𝑤𝑖 的
定义，得到

𝑏1𝑣1 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑣𝑚 = ∑
𝑚

𝑖=1
(∑

𝑚

𝑗=𝑖
𝑎𝑗)𝑣𝑖

= ∑
𝑚

𝑖=1
∑
𝑚

𝑗=𝑖
𝑎𝑗𝑣𝑖

= ∑
𝑚

𝑗=1
∑

𝑗

𝑖=1
𝑎𝑗𝑣𝑖

= ∑
𝑚

𝑗=1
𝑎𝑗 ∑

𝑗

𝑖=1
𝑣𝑖

= ∑
𝑚

𝑗=1
𝑎𝑗𝑤𝑗 = 0
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这说明 𝑏1 = ⋯ = 𝑏𝑚 = 0，也即

{{
{{{
{{
{
{{{
{{{
{𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑚 = 0

𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑚 = 0
⋯
𝑎𝑚−1 + 𝑎𝑚 = 0
𝑎𝑚 = 0

这解得 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑚 = 0，于是根据线性无关的定义（原书 2.15），向量组 𝑤1, …, 𝑤𝑚

线性无关。

综上所述，向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚 线性无关当且仅当向量组 𝑤1, …, 𝑤𝑚 线性无关。 ■

习题 15  解释为什么在 𝒫4(𝔽) 上不存在由六个多项式组成的线性无关组。

解释  对于 𝑘 ∈ {0, …, 4}，令

𝑝𝑘 : 𝔽 → 𝔽

𝑧 ↦ 𝑧𝑘

我们现在论证向量组 𝑝0, …, 𝑝4 张成 𝒫4(𝔽)：对于任意 𝑝 ∈ 𝒫4(𝔽)，设对于任意 𝑧 ∈ 𝔽，
𝑝(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + 𝑎2𝑧2 + 𝑎3𝑧3 + 𝑎4𝑧4，则可以将其表示为

𝑝 = 𝑎0𝑝0 + 𝑎1𝑝1 + 𝑎2𝑝2 + 𝑎3𝑝3 + 𝑎4𝑝4

这说明 𝒫4(𝔽) = span(𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4)。因此，根据“线性无关组的长度 ≤ 张成组的
长度”（原书 2.22），我们可以得出结论，𝒫4(𝔽) 上的线性无关组的长度不能超过 5。

所以，在 𝒫4(𝔽) 上不存在由六个多项式组成的线性无关组。

习题 16  解释为什么由四个多项式构成的向量组不可能张成 𝒫4(𝔽)。

解释  对于 𝑘 ∈ {0, …, 4}，令

𝑝𝑘 : 𝔽 → 𝔽

𝑧 ↦ 𝑧𝑘

我们现在论证向量组 𝑝0, …, 𝑝4 是线性无关的：设 𝑎0, …, 𝑎4 ∈ 𝔽，满足

𝑎0𝑝0 + 𝑎1𝑝1 + 𝑎2𝑝2 + 𝑎3𝑝3 + 𝑎4𝑝4 = 0

即对于任意 𝑧 ∈ 𝔽，有

𝑎0 + 𝑎1𝑧 + 𝑎2𝑧2 + 𝑎3𝑧3 + 𝑎4𝑧4 = 0

分别取 𝑧 ∈ {0, …, 4}，得到方程组
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{{
{{{
{{
{
{{{
{{{
{𝑎0 = 0

𝑎0 + 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + 𝑎4 = 0
𝑎0 + 2𝑎1 + 4𝑎2 + 8𝑎3 + 16𝑎4 = 0
𝑎0 + 3𝑎1 + 9𝑎2 + 27𝑎3 + 81𝑎4 = 0
𝑎0 + 4𝑎1 + 16𝑎2 + 64𝑎3 + 256𝑎4 = 0

解得 𝑎0 = 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 𝑎4 = 0，因此向量组 𝑝0, …, 𝑝4 是线性无关的。

因此，根据“线性无关组的长度 ≤ 张成组的长度”（原书 2.22），𝒫4(𝔽) 上的张成组的
长度不少于 5。因此，由四个多项式构成的向量组不可能张成 𝒫4(𝔽)。

习题 17  证明：𝑉 是无限维的，当且仅当 𝑉 中存在一个序列 𝑣1, 𝑣2, … 使得对于任
意正整数 𝑚，均有向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚 线性无关。

证明  首先说明充分性：现在假设 𝑉 中存在一个序列 𝑣1, 𝑣2, … 使得对于任意正整数
𝑚，均有向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚 线性无关。反证假设 𝑉 是有限维的，即存在一个向量组 𝑢1, …, 𝑢ℓ

张成 𝑉。根据“线性无关组的长度 ≤ 张成组的长度”（原书 2.22），必然有向量组 𝑣1, …, 𝑣ℓ+1

线性相关，这与条件矛盾。因此，𝑉 是无限维的。

然后说明必要性：现在假设 𝑉 是无限维的。我们现在构造题目所要求的序列 𝑣1, 𝑣2, …
如下

第 1 步
任取 𝑣1 ∈ 𝑉，使得 𝑣1 ≠ 0。根据习题 4 中的结论，向量组 𝑣1 是线性无关的。

第 𝑘 步
由于 𝑉 是无限维的，存在一个向量 𝑣𝑘 ∈ 𝑉，使得 𝑣𝑘 ∉ span(𝑣1, …, 𝑣𝑘−1)。根据
习题 13 中的结论，向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑘 线性无关。

所以，𝑉 中存在一个序列 𝑣1, 𝑣2, … 使得对于任意正整数 𝑚，均有向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚 线
性无关。必要性得证。

综上所述，𝑉 是无限维的，当且仅当 𝑉 中存在一个序列 𝑣1, 𝑣2, … 使得对于任意正整
数 𝑚，均有向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚 线性无关。 ■

习题 18  证明：𝔽∞ 是无限维的。

证明  对于 𝑘 ∈ ℕ+，我们令

𝑣𝑘 = (0, …, 0⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑘−1个0

, 1, 0, …)

其中 𝑣𝑘 ∈ 𝔽∞。我们现在论证，对于任意正整数 𝑚，向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是线性无关的。
设 𝑎1, …𝑎𝑚 ∈ 𝔽，使得

𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚 = 0
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这立即给出 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑚 = 0，于是根据线性无关的定义（原书 2.15），向量组
𝑣1, …, 𝑣𝑚 是线性无关的。

所以，根据习题 17，𝔽∞ 是无限维的。 ■

习题 19  证明：由区间 [0, 1] 上的所有连续实值函数构成的 ℝ 上的向量空间是无限
维的。

证明  记 ℝ[0,1]
⤑  为由区间 [0, 1] 上的所有连续实值函数构成的 ℝ 上的向量空间。

对于 𝑘 ∈ ℕ+，我们令函数

𝑓𝑘 : [0, 1] → ℝ

𝑥 ↦ max{0, (𝑘2 − 𝑘4)𝑥2 + 2𝑘3𝑥 − 𝑘2}

0 1
0

1

0 11/2
0

1

0 11/3
0

1

0 11/4
0

1

图 2 𝑘 = 1, 2, 3, 4 时，𝑓 的图像。

注意到，𝑓𝑘(1
𝑘) = 1。另一方面 𝑓𝑘 定义中 max 运算内的二次函数恰在 𝑥 = 1

𝑘+1  和 𝑥 =
1

𝑘−1（𝑘 = 1 时除外）时值为 0。因此，𝑓𝑘 ∈ ℝ[0,1]
⤑ 。更进一步，我们得到，对于 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ+，

𝑓𝑖(
1
𝑗) = {1 𝑖 = 𝑗

0 𝑖 ≠ 𝑗

设 𝑎1, …𝑎𝑚 ∈ ℝ，使得

𝑎1𝑓1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑓𝑚 = 0

即对于任意 𝑥 ∈ [0, 1]，有

𝑎1𝑓1(𝑥) + ⋯ + 𝑎𝑚𝑓𝑚(𝑥) = 0

对于 𝑘 ∈ {1, …, 𝑚}，我们代入 𝑥 = 1
𝑘  即可说明 𝑎𝑘 = 0，于是根据线性无关的定义（原

书 2.15），向量组 𝑓1, …, 𝑓𝑚 是线性无关的。

所以，根据习题 17，ℝ[0,1]
⤑  是无限维的。 ■

习题 20  设 𝑝0, …, 𝑝𝑚 是 𝒫𝑚(𝔽) 中的多项式，其满足对任意 𝑘 ∈ {0, …, 𝑚} 都有
𝑝𝑘(2) = 0。证明：𝑝0, …, 𝑝𝑚 在 𝒫𝑚(𝔽) 中不是线性无关的。

证明  对于 𝑘 ∈ {0, …, 𝑚}，令
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𝑞𝑘 : 𝔽 → 𝔽

𝑧 ↦ 𝑧𝑘

根据多项式的次数定义（原书 2.11），有

𝒫𝑚(𝔽) = span(𝑞0, …, 𝑞𝑚)

现在反证假设 𝑝0, …, 𝑝𝑚 在 𝒫𝑚(𝔽) 中线性无关。令函数

𝟏 : 𝔽 → 𝔽
𝑧 ↦ 1

有 𝟏 ∈ 𝒫𝑚(𝔽)。同时，注意到 𝟏(2) ≠ 0，因此 𝟏 ∉ span(𝑣1, …, 𝑣𝑚)。根据习题 13，向量
组 𝑝0, …, 𝑝𝑚, 𝟏 线性无关。然而，根据“线性无关组的长度 ≤ 张成组的长度”（原书 2.22），
𝑞0, …, 𝑞𝑚 这一张成向量组的长度为 𝑚 + 1，而向量组 𝑝0, …, 𝑝𝑚, 𝟏 的长度为 𝑚 + 2，不可能
是线性无关的。矛盾，故假设不成立。

综上所述，𝑝0, …, 𝑝𝑚 在 𝒫𝑚(𝔽) 中不是线性无关的。 ■
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2B 基
习题 1  求出所有恰好有一个基的向量空间。

解答  {0} 是唯一满足要求的向量空间，它的基是空集。对于任何其他向量空间 𝑉，不
妨设其的一个基为 𝑣1, …, 𝑣𝑚，则由基的判定准则（原书 2.28）可知，𝑉 中的任意向量都 𝑣
都可以唯一地表示为

𝑣 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚

其中 𝑎1, …, 𝑎𝑚 ∈ 𝔽。现在取向量组 2𝑣1, …, 2𝑣𝑚，则 𝑣，可以被表示为

𝑣 = 𝑏1(2𝑣1) + ⋯ + 𝑏𝑚(2𝑣𝑚)

则对于 𝑘 ∈ {1, …, 𝑚}，𝑎𝑘 = 2𝑏𝑘。这只有唯一的解，即 𝑏𝑘 = 𝑎𝑘/2，因此 𝑣 可以唯一
地被向量组 2𝑣1, …, 2𝑣𝑚 的线性组合表示，这表明向量组 2𝑣1, …, 2𝑣𝑚 也是 𝑉 的一个基。由
此可知，𝑉 中的任意向量都可以被表示为两个不同的基的线性组合，因此 𝑉 不可能只有一
个基。

综上所述，只有 {0} 满足题目要求。

习题 2  验证下面这些的结论。

(a) 向量组 (1, 0, …, 0), (0, 1, 0, …, 0), …, (0, …, 0, 1) 是 𝔽𝑛 的基；
(b) 向量组 (1, 2), (3, 5) 是 𝔽2 的基；
(c) 向量组 (1, 2, −4), (7, −5, 6) 在 𝔽3 中是线性无关的，但不是 𝔽3 的基，因为

它不张成 𝔽3；
(d) 向量组 (1, 2), (3, 5), (4, 13) 张成 𝔽2，但不是 𝔽2 的基，因为它们是线性相关

的；
(e) 向量组 (1, 1, 0), (0, 0, 1) 是 {(𝑥, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝔽3 : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔽} 的基；
(f) 向量组 (1, −1, 0), (1, 0, −1) 是 {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝔽3 : 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0} 的基；
(g) 向量组 1, 𝑧, …, 𝑧𝑚 是 𝒫𝑚(𝔽) 的基。

说明 本题原文为“验证例 2.27 中的所有结论”。出于完整性考虑，这里将原书例 2.27 的所有结论摘录在
上面。

证明  对于 (a)，记这些向量为 𝑣1, …, 𝑣𝑛，设 𝑎1, …, 𝑎𝑛 ∈ 𝔽，使得

𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛 = 0

这立即给出 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 0，根据线性无关的定义（原书 2.15），可知向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑛

是线性无关的。设 𝑣 = (𝑥1, …, 𝑥𝑛) ∈ 𝔽𝑛，则
𝑣 = 𝑥1𝑣1 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑣𝑛

因此，𝑣1, …, 𝑣𝑛 张成 𝔽𝑛。根据基的定义（原书 2.26），可知向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑛 是 𝔽𝑛 的基。
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对于 (b)，设 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝔽，𝑣 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝔽2，满足

𝑣 = 𝑎1(1, 2) + 𝑎2(3, 5)

求解 𝑎1, 𝑎2，得到唯一的一组解是

{𝑎1 = −5𝑥1 + 3𝑥2
𝑎2 = 2𝑥1 − 𝑥2

这表明 𝔽2 中的每个向量都可以唯一地被表示为向量组 (1, 2), (3, 5) 的线性组合。所
以，根据基的判定准则（原书 2.28），向量组 (1, 2), (3, 5) 是 𝔽2 的基。

对于 (c)，设 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝔽，满足

𝑎1(1, 2, −4) + 𝑎2(7, −5, 6) = 0

这给出 𝑎1 = 𝑎2 = 0，因此向量组 (1, 2, −4), (7, −5, 6) 是线性无关的。反证假设向量组
(1, 2, −4), (7, −5, 6) 张成 𝔽3，则存在 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝔽，使得

(1, 2, 0) = 𝑎1(1, 2, −4) + 𝑎2(7, −5, 6)

然而，该方程组无解。因此，向量组 (1, 2, −4), (7, −5, 6) 不张成 𝔽3，所以它们不是 𝔽3

的基。

对于 (d)，由 (b) 可知，向量组 (1, 2), (3, 5) 张成 𝔽2，所以向量组 (1, 2), (3, 5), (4, 13)
也张成 𝔽2。然而，注意到

(−19)(1, 2) + 5(3, 5) + 1(4, 13) = 0

所以，向量组 (1, 2), (3, 5), (4, 13) 不是线性无关的，因此它们不是 𝔽2 的基。

对于 (e)，设 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝔽，𝑣 = (𝑥, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝔽3，满足

𝑣 = 𝑎1(1, 1, 0) + 𝑎2(0, 0, 1)

求解 𝑎1, 𝑎2，得到唯一的一组解是

{𝑎1 = 𝑥
𝑎2 = 𝑦

这表明 {(𝑥, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝔽3 : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔽} 中的每个向量都可以唯一地被表示为向量组
(1, 1, 0), (0, 0, 1) 的线性组合。所以，根据基的判定准则，向量组 (1, 1, 0), (0, 0, 1) 是
{(𝑥, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝔽3 : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔽} 的基。

对于 (f)，设 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝔽，𝑣 = (𝑥, 𝑦, −𝑥 − 𝑦) ∈ 𝔽3，满足

𝑣 = 𝑎1(1, −1, 0) + 𝑎2(1, 0, −1)

求解 𝑎1, 𝑎2，得到唯一的一组解是

{𝑎1 = −𝑦
𝑎2 = 𝑥 + 𝑦
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这表明 {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝔽3 : 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0} 中的每个向量都可以唯一地被表示为向量组
(1, −1, 0), (1, 0, −1) 的线性组合。所以，根据基的判定准则，向量组 (1, −1, 0), (1, 0, −1) 是
{(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝔽3 : 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0} 的基。

对于 (g)，根据多项式的次数的定义（原书 2.11），立即可得 1, 𝑧, …, 𝑧𝑚 张成 𝒫𝑚(𝔽)。
现在反证假设 1, 𝑧, …, 𝑧𝑚 不是线性无关的。即存在 𝑎0, …, 𝑎𝑚 ∈ 𝔽，其中至少有一个不为 0，
使得对于任意 𝑧 ∈ 𝔽，有

𝑎0 + 𝑎1𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑧𝑚 = 0

现在找到编号最大的不为 0 的系数 ℓ，即 𝑎ℓ ≠ 0，且 𝑎𝑘 = 0 对于 ℓ < 𝑘 ≤ 𝑚 成立。取

𝑧 =
|𝑎0| + ⋯ + |𝑎ℓ−1|

|𝑎𝑚| + 1

注意到 𝑧 ≥ 1，于是对 𝑗 ∈ {0, …, ℓ − 1}，有 𝑧𝑗 ≤ 𝑧ℓ−1。使用三角不等式注 1，我们有

|𝑎0 + 𝑎1𝑧 + ⋯ + 𝑎ℓ−1𝑧ℓ−1| ≤ (|𝑎0| + ⋯ + |𝑎ℓ−1|)𝑧ℓ−1 < |𝑎ℓ𝑧ℓ|

于是 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + ⋯ + 𝑎ℓ−1𝑧ℓ−1 ≠ −𝑎ℓ𝑧ℓ，这表明

𝑎0 + 𝑎1𝑧 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑧𝑚 ≠ 0

矛盾，因此 1, 𝑧, …, 𝑧𝑚 是线性无关的。根据基的定义，1, 𝑧, …, 𝑧𝑚 是 𝒫𝑚(𝔽) 的基。■
注 对于 (g)，值得一提的是，上面证明的核心部分表明，多项式的系数是唯一的。这个巧妙的证明来自原书第
三版的正文（定理 4.7），然而在第四版中被删除了，取而代之的是不那么直接的原书 4.8。

习题 3

(a) 设 𝑈 为 ℝ5 的子空间，定义为

𝑈 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) ∈ ℝ5 : 𝑥1 = 3𝑥2 ∧ 𝑥3 = 7𝑥4}

求 𝑈 的一个基；

(b) 将 (a) 中的基扩充为 ℝ5 的一个基；

(c) 求 ℝ5 的一个子空间 𝑊，使得 ℝ5 = 𝑈 ⊕ 𝑊。

解答  对于 (a)，令

𝑢1 = (3, 1, 0, 0, 0), 𝑢2 = (0, 0, 7, 1, 0), 𝑢3 = (0, 0, 0, 0, 1)

下面说明 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 是 𝑈 的一个基。设 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ ℝ，𝑣 = (3𝑥, 𝑥, 7𝑦, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑈，满足
𝑣 = 𝑎1𝑢1 + 𝑎2𝑢2 + 𝑎3𝑢3

求解 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3，得到唯一的一组解是

注 1见原书 4.4。一般而言，我们不应该引用后面的定理，因为这将带来循环论证的风险。但是复数的性质这
个定理完全独立，因此从逻辑上说，这里引用原书 4.4 是没有问题的。
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{{
{
{{𝑎1 = 𝑥

𝑎2 = 𝑦
𝑎3 = 𝑧

这表明 𝑈 中的每个向量都可以唯一地被表示为向量组 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 的线性组合。所以，
根据基的判定准则（原书 2.28），向量组 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 是 𝑈 的基。

对于 (b)，令

𝑢4 = (1, 0, 0, 0, 0), 𝑢5 = (0, 0, 1, 0, 0)

下面说明 𝑢1, …, 𝑢5 是 ℝ5 的一个基。设 𝑎1, …, 𝑎5 ∈ ℝ，𝑣 = (𝑥1, …, 𝑥5) ∈ ℝ5，满足
𝑣 = 𝑎1𝑢1 + ⋯ + 𝑎5𝑢5

求解 𝑎1, …, 𝑎5，得到唯一的一组解是

{{
{{{
{{
{
{{{
{{{
{𝑎1 = 𝑥2

𝑎2 = 𝑥4
𝑎3 = 𝑥5
𝑎4 = 𝑥1 − 3𝑥2
𝑎5 = 𝑥3 − 7𝑥4

这表明 ℝ5 中的每个向量都可以唯一地被表示为向量组 𝑢1, …, 𝑢5 的线性组合。所以，
根据基的判定准则，向量组 𝑢1, …, 𝑢5 是 ℝ5 的基。

对于 (c)，令

𝑤 = span(𝑢4, 𝑢5)

我们首先说明，ℝ5 = 𝑈 + 𝑊。由于向量组 𝑢1, …, 𝑢5 张成 ℝ5，因此任意向量 𝑣 ∈ ℝ5 都
可以被表示为

𝑣 = (𝑎1𝑢1 + 𝑎2𝑢2 + 𝑎3𝑢3) + (𝑎4𝑢4 + 𝑎5𝑢5)

注意到 𝑎1𝑢1 + 𝑎2𝑢2 + 𝑎3𝑢3 ∈ 𝑈，且 𝑎4𝑢4 + 𝑎5𝑢5 ∈ 𝑊，故 ℝ5 = 𝑈 + 𝑊。

设 𝑣 ∈ 𝑈 ∩ 𝑊。则存在标量 𝑎1, …, 𝑎5，满足
𝑎1𝑢1 + 𝑎2𝑢2 + 𝑎3𝑢3 = 𝑣 = 𝑎4𝑢4 + 𝑎5𝑢5

于是

𝑎1𝑢1 + 𝑎2𝑢2 + 𝑎3𝑢3 − 𝑎4𝑢4 − 𝑎5𝑢5 = 0

由于 𝑢1, …, 𝑢5 是线性无关的（见上面 (b) 的证明），因此 𝑎1 = ⋯ = 𝑎5 = 0。这表明 𝑣 =
0，因此 𝑈 ∩ 𝑊 = {0}。根据“两个子空间的直和”（原书 1.46），我们得到 ℝ5 = 𝑈 ⊕ 𝑊。
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习题 4

(a) 设 𝑈 为 ℂ5 的子空间，定义为

𝑈 = {(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5) ∈ ℂ5 : 6𝑧1 = 𝑧2 ∧ 𝑧3 + 2𝑧4 + 3𝑧5 = 0}

求 𝑈 的一个基；

(b) 将 (a) 中的基扩充为 ℂ5 的一个基；

(c) 求 ℂ5 的一个子空间 𝑊，使得 ℂ5 = 𝑈 ⊕ 𝑊。

解答  对于 (a)，令

𝑢1 = (1, 6, 0, 0, 0), 𝑢2 = (0, 0, −2, 1, 0), 𝑢3 = (0, 0, −3, 0, 1)

下面说明 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 是 𝑈 的一个基。设 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ ℂ，𝑣 = (𝑥, 6𝑥, 𝑦, 𝑧, −1
3(𝑦 + 2𝑧)) ∈

𝑈，满足
𝑣 = 𝑎1𝑢1 + 𝑎2𝑢2 + 𝑎3𝑢3

求解 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3，得到唯一的一组解是

{{
{
{{𝑎1 = 𝑥

𝑎2 = 𝑧
𝑎3 = −1

3(𝑦 + 2𝑧)

这表明 𝑈 中的每个向量都可以唯一地被表示为向量组 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 的线性组合。所以，
根据基的判定准则（原书 2.28），向量组 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 是 𝑈 的基。

对于 (b)，令

𝑢4 = (1, 0, 0, 0, 0), 𝑢5 = (0, 0, 0, 1, 0)

下面说明 𝑢1, …, 𝑢5 是 ℂ5 的一个基。设 𝑎1, …, 𝑎5 ∈ ℂ，𝑣 = (𝑧1, …, 𝑧5) ∈ ℂ5，满足
𝑣 = 𝑎1𝑢1 + ⋯ + 𝑎5𝑢5

求解 𝑎1, …, 𝑎5，得到唯一的一组解是

{{
{{{
{{
{
{{{
{{{
{𝑎1 = 1

6𝑧2
𝑎2 = 𝑧4
𝑎3 = 𝑧5
𝑎4 = 𝑧1 − 1

6𝑧2
𝑎5 = 𝑧3 + 2𝑧4 + 3𝑧5

这表明 ℂ5 中的每个向量都可以唯一地被表示为向量组 𝑢1, …, 𝑢6 的线性组合。所以，
根据基的判定准则，向量组 𝑢1, …, 𝑢6 是 ℂ5 的基。

对于 (c)，令
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𝑊 = span(𝑢4, 𝑢5)

我们首先说明，ℂ5 = 𝑈 + 𝑊。由于向量组 𝑢1, …, 𝑢5 张成 ℂ5，因此任意向量 𝑣 ∈ ℂ5 都
可以被表示为

𝑣 = (𝑎1𝑢1 + 𝑎2𝑢2 + 𝑎3𝑢3) + (𝑎4𝑢4 + 𝑎5𝑢5)

注意到 𝑎1𝑢1 + 𝑎2𝑢2 + 𝑎3𝑢3 ∈ 𝑈，且 𝑎4𝑢4 + 𝑎5𝑢5 ∈ 𝑊，故 ℂ5 = 𝑈 + 𝑊。

设 𝑣 ∈ 𝑈 ∩ 𝑊。则存在标量 𝑎1, …, 𝑎5，满足
𝑎1𝑢1 + 𝑎2𝑢2 + 𝑎3𝑢3 = 𝑣 = 𝑎4𝑢4 + 𝑎5𝑢5

于是

𝑎1𝑢1 + 𝑎2𝑢2 + 𝑎3𝑢3 − 𝑎4𝑢4 − 𝑎5𝑢5 = 0

由于 𝑢1, …, 𝑢5 是线性无关的（见上面 (b) 的证明），因此 𝑎1 = ⋯ = 𝑎5 = 0。这表明 𝑣 =
0，因此 𝑈 ∩ 𝑊 = {0}。根据“两个子空间的直和”（原书 1.46），我们得到 ℂ5 = 𝑈 ⊕ 𝑊。

习题 5  设 𝑉 是有限维向量空间，𝑈, 𝑊 是 𝑉 的子空间，且 𝑉 = 𝑈 + 𝑊。证明：𝑉

有一个由 𝑈 ∪ 𝑊 中的向量组成的基。

证明  设 𝑢1, …, 𝑢𝑚 ∈ 𝑈 是 𝑈 的一组基，𝑤1, …, 𝑤ℓ ∈ 𝑊 是 𝑊 的一组基。由于 𝑉 = 𝑈 +
𝑊，因此任意向量 𝑣 ∈ 𝑉 都可以被表示为

𝑣 = (𝑎1𝑢1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑢𝑚) + (𝑏1𝑤1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑤ℓ)

其中 𝑎1, …, 𝑎𝑚, 𝑏1, …, 𝑏ℓ ∈ 𝔽。这表明

𝑉 = span(𝑢1, …, 𝑢𝑚, 𝑤1, …𝑤ℓ)

由于每个张成组都包含基（原书 2.30），因此 𝑉 有一个由 𝑈 ∪ 𝑊 中的向量组成的基。■

习题 6  证明或证伪：如果 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 是 𝒫3(𝔽) 中的向量组，该组中的每个多项式
次数都不为 2，那么 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 不是 𝒫3(𝔽) 的基。

解答  取 𝔽 → 𝔽 上的函数 𝑝0, …, 𝑝3

𝑝0 : 𝑧 → 1
𝑝1 : 𝑧 → 𝑧

𝑝2 : 𝑧 → 𝑧2 + 𝑧3

𝑝3 : 𝑧 → 𝑧3

设 𝑝 ∈ 𝒫3(𝔽)，则根据多项式的次数的定义（原书 2.11），存在 𝑎0, …, 𝑎3 ∈ 𝔽，使得对
于任意 𝑧 ∈ 𝔽，有

𝑝(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + 𝑎2𝑧2 + 𝑎3𝑧3
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于是，

𝑝 = 𝑎0𝑝0 + 𝑎1𝑝1 + 𝑎2𝑝2 + (𝑎3 − 𝑎2)𝑝3

这表明 𝑝 可以被表示为向量组 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 的线性组合，即 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 张成 𝒫3(𝔽)。

设 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ 𝔽，满足

𝑎0𝑝0 + 𝑎1𝑝1 + 𝑎2𝑝2 + 𝑎3𝑝3 = 0

即对于任意 𝑧 ∈ 𝔽，有

𝑎0 + 𝑎1𝑧 + 𝑎2𝑧2 + (𝑎2 + 𝑎3)𝑧3 = 0

根据多项式系数的唯一性，我们有 𝑎0 = 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 0。这表明向量组 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3

是线性无关的。

综上所述，𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 是 𝒫3(𝔽) 的基，故原命题不成立。

习题 7  设 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4 是 𝑉 的基，证明：向量组

𝑣1 + 𝑣2, 𝑣2 + 𝑣3, 𝑣3 + 𝑣4, 𝑣4

也是 𝑉 的基。

证明  设 𝑣 ∈ 𝑉，注意到
𝑣 = 𝑎1𝑣1 + 𝑎2𝑣2 + 𝑎3𝑣3 + 𝑎4𝑣4

其中 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4 ∈ 𝔽。另一方面，设 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4 ∈ 𝔽，满足

𝑣 = 𝑏1(𝑣1 + 𝑣2) + 𝑏2(𝑣2 + 𝑣3) + 𝑏3(𝑣3 + 𝑣4) + 𝑏4𝑣4

则

𝑣 = (𝑏1 + 𝑏2)𝑣1 + (𝑏2 + 𝑏3)𝑣2 + (𝑏3 + 𝑏4)𝑣3 + 𝑏4𝑣4

由于 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4 是基，根据基的判定准则（原书 2.28），𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4 的系数只能对
应相等，即

{{
{{
{
{{{
{𝑎1 = 𝑏1 + 𝑏2

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑏3
𝑎3 = 𝑏3 + 𝑏4
𝑎4 = 𝑏4

求解 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4，得到唯一的一组解是

{{
{{
{
{{{
{𝑏1 = 𝑎1 − 𝑎2

𝑏2 = 𝑎2 − 𝑎3
𝑏3 = 𝑎3 − 𝑎4
𝑏4 = 𝑎4
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这表明 𝑣 可以唯一地被表示为向量组 𝑣1 + 𝑣2, 𝑣2 + 𝑣3, 𝑣3 + 𝑣4, 𝑣4 的线性组合。因此，
向量组 𝑣1 + 𝑣2, 𝑣2 + 𝑣3, 𝑣3 + 𝑣4, 𝑣4 是 𝑉 的基。 ■

习题 8  证明或证伪：设向量组 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4 是 𝑉 的基，且子空间 𝑈 满足 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑈，
而 𝑣3 ∉ 𝑈 和 𝑣4 ∉ 𝑈，则 𝑣1, 𝑣2 是 𝑈 的基。

解答  令 𝑉 = ℝ4，且

𝑣1 = (1, 0, 0, 0), 𝑣2 = (0, 1, 0, 0), 𝑣3 = (0, 0, 1, 0), 𝑣4 = (0, 0, 0, 1)

注意到，集合

𝑈 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑧) ∈ ℝ4 : 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ}

是 ℝ4 的子空间,且满足 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑈，而 𝑣3 ∉ 𝑈 和 𝑣4 ∉ 𝑈。然而，𝑣1, 𝑣2 不是 𝑈 的基，
因为向量 (0, 0, 1, 1) ∈ 𝑈 不是 span(𝑢1, 𝑢2) 中的元素。由此可知，原命题不成立。

习题 9  设 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是 𝑉 上的向量组，对于 𝑘 ∈ {1, …, 𝑚}，定义

𝑤𝑘 = 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑘

证明：向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是 𝑉 的基，当且仅当向量组 𝑤1, …, 𝑤𝑚 是 𝑉 的基。

证明  由 2A 节习题 3（见第 28 页） 和 2A 节习题 14（见第 34 页） 得证。 ■

习题 10  设 𝑈 和 𝑊 是 𝑉 的子空间，且 𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑊。又设 𝑢1, …, 𝑢𝑚 是 𝑈 的基，
𝑤1, …, 𝑤𝑛 是 𝑊 的基。证明：向量组

𝑢1, …, 𝑢𝑚, 𝑤1, …, 𝑤𝑛

是 𝑉 的基。

证明  设 𝑣 ∈ 𝑉，由于 𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑊，因此存在唯一的 𝑢1, …, 𝑢𝑚 ∈ 𝑈 和 𝑤1, …, 𝑤𝑛 ∈ 𝑊，
使得

𝑣 = (𝑎1𝑢1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑢𝑚) + (𝑏1𝑤1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑤𝑛)

其中 𝑎1, …, 𝑎𝑚, 𝑏1, …, 𝑏𝑛 ∈ 𝔽，这表明 𝑢1, …, 𝑢𝑚, 𝑤1, …𝑤𝑛 张成 𝑉。

另一方面，设 𝑎1, …, 𝑎𝑚, 𝑏1, …, 𝑏𝑛 ∈ 𝔽，满足

(𝑎1𝑢1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑢𝑚) + (𝑏1𝑤1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑤𝑛) = 0

根据直和的条件（原书 1.45），必须有

𝑎1𝑢1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑢𝑚 = 0
𝑏1𝑤1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑤𝑛 = 0
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由于 𝑢1, …, 𝑢𝑚 是 𝑈 的基，𝑤1, …, 𝑤𝑛 是 𝑊 的基，根据基的定义（原书 2.26），我们有
𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑚 = 𝑏1 = ⋯ = 𝑏𝑛 = 0。这表明向量组 𝑢1, …, 𝑢𝑚, 𝑤1, …, 𝑤𝑛 是线性无关的。

综上所述，向量组 𝑢1, …, 𝑢𝑚, 𝑤1, …, 𝑤𝑛 是 𝑉 的基。 ■

习题 11  设 𝑉 是实向量空间，证明：若 𝑣1, …, 𝑣𝑛 是 𝑉（视为实向量空间）的基，则
𝑣1, …, 𝑣𝑛 也是其复化 𝑉C（视为复向量空间）的基。
注 复化 𝑉C 的定义见 1B 节习题 8（见第 10 页）。

证明  对于 𝑢 + i𝑣 ∈ 𝑉C，由于 𝑣1, …, 𝑣𝑛 是 𝑉 的基，可以找到 𝑎1, …, 𝑎𝑛 ∈ ℝ 和 𝑏1, …, 𝑏𝑛 ∈
ℝ，使得

𝑢 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛

𝑣 = 𝑏1𝑣1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑣𝑛

于是

𝑢 + i𝑣 = (𝑎1 + i𝑏1)𝑣1 + ⋯ + (𝑎𝑛 + i𝑏𝑛)𝑣𝑛

这表明 𝑣1, …, 𝑣𝑛 张成 𝑉C。

另一方面，设 𝑎1 + i𝑏1, …, 𝑎𝑛 + i𝑏𝑛 ∈ ℂ，满足

(𝑎1 + i𝑏1)𝑣1 + ⋯ + (𝑎𝑛 + i𝑏𝑛)𝑣𝑛 = 0 + i0

根据 𝑉C 上标量乘法的定义，这相当于

(𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛) + i(𝑏1𝑣1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑣𝑛) = 0 + i0

更进一步，必须有

𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛 = 0
𝑏1𝑣1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑣𝑛 = 0

由于 𝑣1, …, 𝑣𝑛 是 𝑉 的基，根据基的定义（原书 2.26），我们有 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 𝑏1 =
⋯ = 𝑏𝑛 = 0。这表明向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑛 是线性无关的。

综上所述，向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑛 是 𝑉C 的基。 ■
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2C 维数
习题 1  证明：ℝ2 的子空间恰有 {0}，ℝ2 中所有过原点的直线，以及 ℝ2 本身。

证明  设 𝑈 是 ℝ2 的子空间，根据子空间的维数性质（原书 2.37），有 dim 𝑈 ∈ {0, 1, 2}。

◾ 如果 dim 𝑈 = 0，则 𝑈 = span() = {0}；

◾ 如果 dim 𝑈 = 1，则存在一个非零向量 𝑣，使得 𝑈 = span(𝑣)，即 𝑈 是过原点的直线；

◾ 如果 dim 𝑈 = 2，则根据满维数的子空间等于整个空间（原书 2.39），𝑈 = ℝ2。

综上所述，ℝ2 的子空间恰有 {0}，ℝ2 中所有过原点的直线，以及 ℝ2 本身。 ■

习题 2  证明：ℝ3 的子空间恰有 {0}，ℝ3 中所有过原点的直线，ℝ3 中所有过原点
的平面，以及 ℝ3 本身。

证明  设 𝑈 是 ℝ3 的子空间，根据子空间的维数性质（原书 2.37），有 dim 𝑈 ∈
{0, 1, 2, 3}。

◾ 如果 dim 𝑈 = 0，则 𝑈 = span() = {0}；

◾ 如果 dim 𝑈 = 1，则存在一个非零向量 𝑣，使得 𝑈 = span(𝑣)，即 𝑈 是过原点的直线；

◾ 如果 dim 𝑈 = 2，则存在两个线性无关的向量 𝑣1, 𝑣2，使得 𝑈 = span(𝑣1, 𝑣2)，即 𝑈
是过原点的平面；

◾ 如果 dim 𝑈 = 3，则根据满维数的子空间等于整个空间（原书 2.39），𝑈 = ℝ3。

综上所述，ℝ3 的子空间恰有 {0}，ℝ3 中所有过原点的直线，ℝ3 中所有过原点的平面，
以及 ℝ3 本身。 ■

习题 3
(a) 令 𝑈 = {𝑝 ∈ 𝒫4(𝔽) : 𝑝(6) = 0}，求 𝑈 的一组基；
(b) 将 (a) 中的基扩充为 𝒫4(𝔽) 的基；
(c) 求 𝒫4(𝔽) 的一个子空间 𝑊，使得 𝒫4(𝔽) = 𝑈 ⊕ 𝑊。

解答  对于 (a)，我们的思路是，考虑到 𝑝(6) = 0 意味着任意 𝑝 ∈ 𝑈 都可以表示为
𝑝(𝑧) = (𝑧 − 6)𝑞(𝑧)，其中 𝑞 ∈ 𝒫3(𝔽)。因此，我们很容易猜测 𝑧 − 6, 𝑧2 − 6𝑧, 𝑧3 − 6𝑧2, 𝑧4 −
6𝑧3注 2 是 𝑈 的一组基。

为了说明这一点，我们首先证明 𝑧 − 6, 𝑧2 − 6𝑧, 𝑧3 − 6𝑧2, 𝑧4 − 6𝑧3 是线性无关的。设
𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝔽，满足对于任意 𝑧 ∈ 𝔽，

𝑎(𝑧 − 6) + 𝑏(𝑧2 − 6𝑧) + 𝑐(𝑧3 − 6𝑧2) + 𝑑(𝑧4 − 6𝑧3) = 0

注 2将这些表达式看作关于 𝑧 的函数，即这里表示的是 𝑧 ↦ ⋯，下同。
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整理得到

−6𝑎 + (𝑎 − 6𝑏)𝑧 + (𝑏 − 6𝑐)𝑧2 + (𝑐 − 6𝑑)𝑧3 + 𝑑𝑧4 = 0

根据多项式系数的唯一性，我们有

{{
{{{
{{
{
{{{
{{{
{−6𝑎 = 0

𝑎 − 6𝑏 = 0
𝑏 − 6𝑐 = 0
𝑐 − 6𝑑 = 0
𝑑 = 0

由此可得 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 0，因此 𝑧 − 6, 𝑧2 − 6𝑧, 𝑧3 − 6𝑧2, 𝑧4 − 6𝑧3 是线性无关的。

根据子空间的维数的性质，我们知道 dim 𝑈 ≤ dim 𝒫4(𝔽) = 5。注意到 𝑧 ↦ 𝑧 ∉ 𝑈，故
𝑈 ≠ 𝒫4(𝔽)，于是 dim 𝑈 ≤ 4。另一方面，将 𝑈 的一组基看作张成组，根据“线性无关组
的长度 ≤ 张成组的长度”（原书 2.22），我们得到 dim 𝑈 ≥ 4。于是只能有 dim 𝑈 = 4。

代入 𝑧 = 6，立即可以验证 𝑧 − 6, 𝑧2 − 6𝑧, 𝑧3 − 6𝑧2, 𝑧4 − 6𝑧3 ∈ 𝑈，根据长度恰当的线
性无关组是基（原书 2.38），我们得出 𝑧 − 6, 𝑧2 − 6𝑧, 𝑧3 − 6𝑧2, 𝑧4 − 6𝑧3 是 𝑈 的一组基。

对于 (b)，注意到 1 ∉ 𝑈，根据 2A 节习题 13（见第 33 页），可得向量组 𝑧 − 6, 𝑧2 −
6𝑧, 𝑧3 − 6𝑧2, 𝑧4 − 6𝑧3, 1 是线性无关的，进一步地，向量组 𝑧 − 6, 𝑧2 − 6𝑧, 𝑧3 − 6𝑧2, 𝑧4 −
6𝑧3, 1 是长度恰当（dim 𝒫4(𝔽) = 5）的线性无关组，因此它是 𝒫4(𝔽) 的一组基。

对于 (c)，我们可以取 𝑊 = span(1)。由 (b) 可知 𝒫4(𝔽) = 𝑈 + 𝑊，根据子空间之和
的维数（原书 2.43），我们有

dim 𝒫4(𝔽) = dim 𝑈 + dim 𝑊 − dim(𝑈 ∩ 𝑊)

解得 dim(𝑈 ∩ 𝑊) = 0，即 𝑈 ∩ 𝑊 = {0}。根据“两个子空间的直和”（原书 1.46），得
到 𝒫4(𝔽) = 𝑈 ⊕ 𝑊。

习题 4
(a) 令 𝑈 = {𝑝 ∈ 𝒫4(𝔽) : 𝑝″(6) = 0}，求 𝑈 的一组基；
(b) 将 (a) 中的基扩充为 𝒫4(𝔽) 的基；
(c) 求 𝒫4(𝔽) 的一个子空间 𝑊，使得 𝒫4(𝔽) = 𝑈 ⊕ 𝑊。

解答  对于 (a)，向量组 1, 𝑧, 𝑧3 − 18𝑧2, 𝑧4 − 216𝑧2 是 𝑈 的一组基。为了说明这一点，
我们首先证明 1, 𝑧, 𝑧3 − 18𝑧2, 𝑧4 − 216𝑧2 是线性无关的。设 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝔽，满足对于任意
𝑧 ∈ 𝔽，

𝑎 + 𝑏𝑧 + 𝑐(𝑧3 − 18𝑧2) + 𝑑(𝑧4 − 216𝑧2) = 0

整理得到

𝑎 + 𝑏𝑧 + (−18𝑐 − 216𝑑)𝑧2 + 𝑐𝑧3 + 𝑑𝑧4 = 0
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根据多项式系数的唯一性，我们有

{{
{{{
{{
{
{{{
{{{
{𝑎 = 0

𝑏 = 0
−18𝑐 − 216𝑑 = 0
𝑐 = 0
𝑑 = 0

由此可得 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 0，因此 1, 𝑧, 𝑧3 − 18𝑧2, 𝑧4 − 216𝑧2 是线性无关的。

根据子空间的维数的性质，我们知道 dim 𝑈 ≤ dim 𝒫4(𝔽) = 5。注意到 𝑧 ↦ 𝑧2 ∉ 𝑈，故
𝑈 ≠ 𝒫4(𝔽)，于是 dim 𝑈 ≤ 4。另一方面，将 𝑈 的一组基看作张成组，根据“线性无关组
的长度 ≤ 张成组的长度”（原书 2.22），我们得到 dim 𝑈 ≥ 4。于是只能有 dim 𝑈 = 4。

分别求二阶导，再代入 𝑧 = 6，可以验证 1, 𝑧, 𝑧3 − 18𝑧2, 𝑧4 − 216𝑧2 ∈ 𝑈，根据长度恰
当的线性无关组是基（原书 2.38），我们得出 1, 𝑧, 𝑧3 − 18𝑧2, 𝑧4 − 216𝑧2 是 𝑈 的一组基。

对于 (b)，注意到 𝑧2 ∉ 𝑈，根据 2A 节习题 13（见第 33 页），可得向量组 1, 𝑧, 𝑧3 −
18𝑧2, 𝑧4 − 216𝑧2, 𝑧2 是线性无关的，进一步地，向量组 1, 𝑧, 𝑧3 − 18𝑧2, 𝑧4 − 216𝑧2, 𝑧2 是长
度恰当（dim 𝒫4(𝔽) = 5）的线性无关组，因此它是 𝒫4(𝔽) 的一组基。

对于 (c)，我们可以取 𝑊 = span(𝑧2)。由 (b) 可知 𝒫4(𝔽) = 𝑈 + 𝑊， 根据子空间之
和的维数（原书 2.43），我们有

dim 𝒫4(𝔽) = dim 𝑈 + dim 𝑊 − dim(𝑈 ∩ 𝑊)

解得 dim(𝑈 ∩ 𝑊) = 0，即 𝑈 ∩ 𝑊 = {0}。根据“两个子空间的直和”（原书 1.46），得
到 𝒫4(𝔽) = 𝑈 ⊕ 𝑊。

习题 5
(a) 令 𝑈 = {𝑝 ∈ 𝒫4(𝔽) : 𝑝(2) = 𝑝(5)}，求 𝑈 的一组基；
(b) 将 (a) 中的基扩充为 𝒫4(𝔽) 的基；
(c) 求 𝒫4(𝔽) 的一个子空间 𝑊，使得 𝒫4(𝔽) = 𝑈 ⊕ 𝑊。

解答  对于 (a)，向量组 1, 𝑧2 − 7𝑧, 𝑧3 − 39𝑧, 𝑧4 − 203𝑧 是 𝑈 的一组基。为了说明这一
点，我们首先证明 1, 𝑧2 − 7𝑧, 𝑧3 − 39𝑧, 𝑧4 − 203𝑧 是线性无关的。设 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝔽，满足对
于任意 𝑧 ∈ 𝔽，

𝑎 + 𝑏(𝑧2 − 7𝑧) + 𝑐(𝑧3 − 39𝑧) + 𝑑(𝑧4 − 203𝑧) = 0

整理得到

𝑎 + (−7𝑏 − 39𝑐 − 203𝑑)𝑧 + 𝑏𝑧2 + 𝑐𝑧3 + 𝑑𝑧4 = 0

根据多项式系数的唯一性，我们有
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{{
{{{
{{
{
{{{
{{{
{𝑎 = 0

−7𝑏 − 39𝑐 − 203𝑑 = 0
𝑏 = 0
𝑐 = 0
𝑑 = 0

由此可得 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 0，因此 1, 𝑧2 − 7𝑧, 𝑧3 − 39𝑧, 𝑧4 − 203𝑧 是线性无关的。

根据子空间的维数的性质，我们知道 dim 𝑈 ≤ dim 𝒫4(𝔽) = 5。注意到 𝑧 ↦ 𝑧 ∉ 𝑈，故
𝑈 ≠ 𝒫4(𝔽)，于是 dim 𝑈 ≤ 4。另一方面，将 𝑈 的一组基看作张成组，根据“线性无关组
的长度 ≤ 张成组的长度”（原书 2.22），我们得到 dim 𝑈 ≥ 4。于是只能有 dim 𝑈 = 4。

分别代入 𝑧 = 2 和 𝑧 = 5，可以验证 1, 𝑧2 − 7𝑧, 𝑧3 − 39𝑧, 𝑧4 − 203𝑧 ∈ 𝑈，根据长度恰当
的线性无关组是基（原书 2.38），我们得出 1, 𝑧2 − 7𝑧, 𝑧3 − 39𝑧, 𝑧4 − 203𝑧 是 𝑈 的一组基。

对于 (b)，注意到 𝑧 ∉ 𝑈，根据 2A 节习题 13（见第 33 页），可得向量组 1, 𝑧2 − 7𝑧, 𝑧3 −
39𝑧, 𝑧4 − 203𝑧, 𝑧 是线性无关的，进一步地，向量组 1, 𝑧2 − 7𝑧, 𝑧3 − 39𝑧, 𝑧4 − 203𝑧, 𝑧 是长
度恰当（dim 𝒫4(𝔽) = 5）的线性无关组，因此它是 𝒫4(𝔽) 的一组基。

对于 (c)，我们可以取 𝑊 = span(𝑧)。由 (b) 可知 𝒫4(𝔽) = 𝑈 + 𝑊，根据子空间之和
的维数（原书 2.43），我们有

dim 𝒫4(𝔽) = dim 𝑈 + dim 𝑊 − dim(𝑈 ∩ 𝑊)

解得 dim(𝑈 ∩ 𝑊) = 0，即 𝑈 ∩ 𝑊 = {0}。根据“两个子空间的直和”（原书 1.46），得
到 𝒫4(𝔽) = 𝑈 ⊕ 𝑊。

习题 6
(a) 令 𝑈 = {𝑝 ∈ 𝒫4(𝔽) : 𝑝(2) = 𝑝(5) = 𝑝(6)}，求 𝑈 的一组基；
(b) 将 (a) 中的基扩充为 𝒫4(𝔽) 的基；
(c) 求 𝒫4(𝔽) 的一个子空间 𝑊，使得 𝒫4(𝔽) = 𝑈 ⊕ 𝑊。

解答  对于 (a)，向量组 1, 𝑧3 − 13𝑧2 + 52𝑧, 𝑧4 − 117𝑧2 + 616𝑧 是 𝑈 的一组基。为了说
明这一点，我们首先证明 1, 𝑧3 − 13𝑧2 + 52𝑧, 𝑧4 − 117𝑧2 + 616𝑧 是线性无关的。设 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈
𝔽，满足对于任意 𝑧 ∈ 𝔽，

𝑎 + 𝑏(𝑧3 − 13𝑧2 + 52𝑧) + 𝑐(𝑧4 − 117𝑧2 + 616𝑧) = 0

整理得到

𝑎 + (52𝑏 + 616𝑐)𝑧 + (−13𝑏 − 117𝑐)𝑧2 + 𝑏𝑧3 + 𝑐𝑧4 = 0

根据多项式系数的唯一性，我们有

52 有限维向量空间



线性代数应该这样学 习题解答

{{
{{{
{{
{
{{{
{{{
{𝑎 = 0

52𝑏 + 616𝑐 = 0
−13𝑏 − 117𝑐 = 0
𝑏 = 0
𝑐 = 0

由此可得 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 0，因此 1, 𝑧3 − 13𝑧2 + 52𝑧, 𝑧4 − 117𝑧2 + 616𝑧 是线性无关的。

设 𝑈0 表示习题 5 中的子空间 𝑈。根据子空间的维数的性质，我们知道 dim 𝑈 ≤
dim 𝑈0 = 4。注意到 (𝑧 − 2)(𝑧 − 5) ∈ 𝑈0 但是 (𝑧 − 2)(𝑧 − 5) ∉ 𝑈，故 𝑈 ≠ 𝑈0，于是 dim 𝑈 ≤
3。另一方面，将 𝑈 的一组基看作张成组，根据“线性无关组的长度 ≤ 张成组的长度”（原
书 2.22），我们得到 dim 𝑈 ≥ 3。于是只能有 dim 𝑈 = 3。

分别代入 𝑧 = 2、𝑧 = 5 和 𝑧 = 6，可以验证 1, 𝑧3 − 13𝑧2 + 52𝑧, 𝑧4 − 117𝑧2 + 616𝑧 ∈ 𝑈，
根据长度恰当的线性无关组是基（原书 2.38），我们得出 1, 𝑧3 − 13𝑧2 + 52𝑧, 𝑧4 − 117𝑧2 +
616𝑧 是 𝑈 的一组基。

对于 (b)，注意到 (𝑧 − 2)(𝑧 − 5) ∉ 𝑈，根据 2A 节习题 13（见第 33 页），可得向量组
1, 𝑧3 − 13𝑧2 + 52𝑧, 𝑧4 − 117𝑧2 + 616𝑧, (𝑧 − 2)(𝑧 − 5) 是线性无关的。进一步地，注意到该
向量组中的多项式均满足在 𝑧 = 2 处的取值与在 𝑧 = 5 处的取值相等，故

𝑧2 ∉ span(1, 𝑧3 − 13𝑧2 + 52𝑧, 𝑧4 − 117𝑧2 + 616𝑧, (𝑧 − 2)(𝑧 − 5))

所以，向量组 1, 𝑧3 − 13𝑧2 + 52𝑧, 𝑧4 − 117𝑧2 + 616𝑧, (𝑧 − 2)(𝑧 − 5), 𝑧2 是线性无关的，
作为长度恰当（dim 𝒫4(𝔽) = 5）的线性无关组，它是 𝒫4(𝔽) 的一组基。

对于 (c)，我们可以取 𝑊 = span((𝑧 − 2)(𝑧 − 5), 𝑧2)。由 (b) 可知 𝒫4(𝔽) = 𝑈 + 𝑊，根
据子空间之和的维数（原书 2.43），我们有

dim 𝒫4(𝔽) = dim 𝑈 + dim 𝑊 − dim(𝑈 ∩ 𝑊)

解得 dim(𝑈 ∩ 𝑊) = 0，即 𝑈 ∩ 𝑊 = {0}。根据“两个子空间的直和”（原书 1.46），得
到 𝒫4(𝔽) = 𝑈 ⊕ 𝑊。

习题 7
(a) 令 𝑈 = {𝑝 ∈ 𝒫4(𝔽) : ∫1

−1 𝑝 = 0}，求 𝑈 的一组基；
(b) 将 (a) 中的基扩充为 𝒫4(𝔽) 的基；
(c) 求 𝒫4(𝔽) 的一个子空间 𝑊，使得 𝒫4(𝔽) = 𝑈 ⊕ 𝑊。

解答  我们的思路是，考虑到

∫
1

−1
𝑎0 + 𝑎1𝑧 + 𝑎2𝑧2 + 𝑎3𝑧3 + 𝑎4𝑧4 d𝑧 = 2𝑎0 + 2

3𝑎2 + 2
5𝑎4 （式 1）

我们很容易猜测 𝑧, 3𝑧2 − 1, 𝑧3, 5𝑧4 − 1 是 𝑈 的一组基。为了严格说明这一点，我们首
先证明 𝑧, 3𝑧2 − 1, 𝑧3, 5𝑧4 − 1 是线性无关的。设 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝔽，满足对于任意 𝑧 ∈ 𝔽，
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𝑎𝑧 + 𝑏(3𝑧2 − 1) + 𝑐𝑧3 + 𝑑(5𝑧4 − 1) = 0

整理得到

(−𝑏 − 𝑑) + 𝑎𝑧 + (3𝑏)𝑧2 + 𝑐𝑧3 + (5𝑑)𝑧4 = 0

根据多项式系数的唯一性，我们有

{{
{{{
{{
{
{{{
{{{
{−𝑏 − 𝑑 = 0

𝑎 = 0
3𝑏 = 0
𝑐 = 0
5𝑑 = 0

由此可得 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 0，因此 𝑧, 3𝑧2 − 1, 𝑧3, 5𝑧4 − 1 是线性无关的。

根据子空间的维数的性质，我们知道 dim 𝑈 ≤ dim 𝒫4(𝔽) = 5。注意到 𝑧 ↦ 1 ∉ 𝑈，故
𝑈 ≠ 𝒫4(𝔽)，于是 dim 𝑈 ≤ 4。另一方面，将 𝑈 的一组基看作张成组，根据“线性无关组
的长度 ≤ 张成组的长度”（原书 2.22），我们得到 dim 𝑈 ≥ 4。于是只能有 dim 𝑈 = 4。

将系数代入式 1 的积分结果，发现 𝑧, 3𝑧2 − 1, 𝑧3, 5𝑧4 − 1 ∈ 𝑈，根据长度恰当的线性无
关组是基（原书 2.38），我们得出 𝑧, 3𝑧2 − 1, 𝑧3, 5𝑧4 − 1 是 𝑈 的一组基。

对于 (b)，注意到 1 ∉ 𝑈，根据 2A 节习题 13（见第 33 页），可得向量组 𝑧, 3𝑧2 −
1, 𝑧3, 5𝑧4 − 1, 1 是线性无关的，进一步地，向量组 𝑧, 3𝑧2 − 1, 𝑧3, 5𝑧4 − 1, 1 是长度恰当

（dim 𝒫4(𝔽) = 5）的线性无关组，因此它是 𝒫4(𝔽) 的一组基。

对于 (c)，我们可以取 𝑊 = span(1)。由 (b) 可知 𝒫4(𝔽) = 𝑈 + 𝑊，根据子空间之和
的维数（原书 2.43），我们有

dim 𝒫4(𝔽) = dim 𝑈 + dim 𝑊 − dim(𝑈 ∩ 𝑊)

解得 dim(𝑈 ∩ 𝑊) = 0，即 𝑈 ∩ 𝑊 = {0}。根据“两个子空间的直和”（原书 1.46），得
到 𝒫4(𝔽) = 𝑈 ⊕ 𝑊。

习题 8  设向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚 在 𝑉 中线性无关，𝑤 ∈ 𝑉，证明

dim span(𝑣1 + 𝑤, …, 𝑣𝑚 + 𝑤) ≥ 𝑚 − 1

证明  𝑚 = 1 的情况是平凡的。对于 𝑚 ≥ 2，我们注意到以下事实：

◾ −𝑣1 ∉ span(𝑣2, …, 𝑣𝑚)；
◾ 𝑣2, …, 𝑣𝑚 线性无关。

根据 2A 节习题 12（见第 33 页） 的逆否命题，我们得到 𝑣2 − 𝑣1, …, 𝑣𝑚 − 𝑣1 是线性
无关的。另一方面，注意到，对于任意 𝑘 ∈ {2, …, 𝑚}

𝑣𝑘 − 𝑣1 = (𝑣𝑘 + 𝑤) − (𝑣1 + 𝑤) ∈ span(𝑣1 + 𝑤, …, 𝑣𝑚 + 𝑤)
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综上所述，𝑣2 − 𝑣1, …, 𝑣𝑚 − 𝑣1 是 span(𝑣1 + 𝑤, …, 𝑣𝑚 + 𝑤) 上的一个线性无关组，因
此，根据“线性无关组的长度 ≤ 张成组的长度”（原书 2.22），我们得到结论 dim span(𝑣1 +
𝑤, …, 𝑣𝑚 + 𝑤) ≥ 𝑚 − 1。 ■
注 可以验证，上面结论等号成立，当且仅当存在 𝑖, 𝑗 ∈ {1, …, 𝑚}（𝑖 ≠ 𝑗），使得 𝑤 = 𝜆𝑣𝑖 + 𝜇𝑣𝑗，其中 𝜆, 𝜇 ∈
𝔽，满足 𝜆 + 𝜇 = −1。

习题 9  设 𝑚 是正整数，𝑝0, …, 𝑝𝑚 ∈ 𝒫(𝔽)，其中 𝑝𝑘 的次数为 𝑘，证明： 𝑝0, …, 𝑝𝑚

是 𝒫𝑚(𝔽) 的基。

证明  我们首先论证：对于任意自然数 𝑚，𝑝0, …, 𝑝𝑚 是线性无关的。我们关于 𝑚 使
用数学归纳法。

第 0 步
当 𝑚 = 0 时，根据 2A 节习题 4（见第 29 页），向量组 𝑝0 是线性无关的。

第 𝑘 步
假设向量组 𝑝0, …, 𝑝𝑘−1 是线性无关的。根据多项式系数的唯一性，𝑘 次多项式
𝑝𝑘 ∉ span(𝑝0, …, 𝑝𝑘−1)，于是根据 2A 节习题 13（见第 33 页），向量组 𝑝0, …, 𝑝𝑘

是线性无关的。

综上所述，对于任意自然数 𝑚，向量组 𝑝0, …, 𝑝𝑚 是线性无关的。注意到对于任意正整
数 𝑚，𝒫𝑚(𝔽) = 𝑚 + 1，根据长度恰当的线性无关组是基（原书 2.38），𝑝0, …, 𝑝𝑚 是 𝒫𝑚(𝔽)
的基。 ■

习题 10  设 𝑚 是正整数，对于 𝑘 ∈ {0, …, 𝑚}，令

𝑝𝑘 : 𝔽 → 𝔽

𝑧 ↦ 𝑧𝑘(1 − 𝑧)𝑚−𝑘

证明：𝑝0, …, 𝑝𝑚 是 𝒫𝑚(𝔽) 的基。
注 这道习题中的基能够引出所谓伯恩斯坦多项式（Bernstein polynomials）。你可以上网搜索，了解伯

恩斯坦多项式如何用于逼近 [0, 1] 上的连续函数。

证明  注意到，根据二项式定理，对于任意 𝑗 ∈ {0, …, 𝑚}，

𝑧𝑗 = ∑
𝑚

𝑘=𝑗
(𝑚 − 𝑗

𝑘 − 𝑗 )𝑧𝑘(1 − 𝑧)𝑚−𝑘

即 1, 𝑧, …, 𝑧𝑚 均可用 𝑝0, …, 𝑝𝑚 的线性组合表示，于是 𝑝0, …, 𝑝𝑘 张成 𝒫𝑚(𝔽)。

注意到 dim 𝒫𝑚(𝔽) = 𝑚 + 1，根据恰当长度的张成组是基（原书 2.42），𝑝0, …, 𝑝𝑚 是
𝒫𝑚(𝔽) 的基。 ■
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习题 11  设 𝑈 和 𝑊 都是 ℂ6 的四维子空间，证明：在 𝑈 ∩ 𝑊 中存在两个向量，其
中任意一个都不是另一个的标量倍。

证明  根据子空间之和的维数（原书 2.43），我们有

dim(𝑈 + 𝑊) = dim 𝑈 + dim 𝑊 − dim(𝑈 ∩ 𝑊)

另一方面，根据子空间的维数性质（原书 2.37），dim(𝑈 + 𝑊) ≤ dim ℂ6 = 6。因此，

dim(𝑈 ∩ 𝑊) ≥ 2

设 𝑢1, …, 𝑢𝑚 是 𝑈 ∩ 𝑊 的一组基，其中 𝑚 ≥ 2。则 𝑢1, 𝑢2 是线性无关的。根据 2A 节
习题 4（见第 29 页）, 𝑢1, 𝑢2 中任意一个都不是另一个的标量倍。由此得证。 ■

习题 12  设 𝑈 和 𝑊 都是 ℝ8 的子空间，dim 𝑈 = 3，dim 𝑊 = 5，且 𝑈 + 𝑊 = ℝ8，
证明：ℝ8 = 𝑈 ⊕ 𝑊。

证明  根据子空间之和的维数（原书 2.43），我们有

dim(𝑈 + 𝑊) = dim 𝑈 + dim 𝑊 − dim(𝑈 ∩ 𝑊)

解得 dim(𝑈 ∩ 𝑊) = 0，即 𝑈 ∩ 𝑊 = {0}。根据“两个子空间的直和”（原书 1.46），得
到 ℝ8 = 𝑈 ⊕ 𝑊。 ■

习题 13  设 𝑈 和 𝑊 都是 ℝ9 的五维子空间，证明：𝑈 ∩ 𝑊 ≠ {0}。

证明  根据子空间之和的维数（原书 2.43），我们有

dim(𝑈 + 𝑊) = dim 𝑈 + dim 𝑊 − dim(𝑈 ∩ 𝑊)

另一方面，根据子空间的维数性质（原书 2.37），dim(𝑈 + 𝑊) ≤ dim ℝ9 = 9。因此，

dim(𝑈 ∩ 𝑊) ≥ 1

由此得证 𝑈 ∩ 𝑊 ≠ {0}。 ■

习题 14  设 𝑉 是 10 维向量空间，𝑉1, 𝑉2, 𝑉3 都是 𝑉 的子空间，dim 𝑉1 = dim 𝑉2 =

dim 𝑉3 = 7，证明：𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3 ≠ {0}。

证明  根据子空间之和的维数（原书 2.43），我们有

dim(𝑉1 + 𝑉2) = dim 𝑉1 + dim 𝑉2 − dim(𝑉1 ∩ 𝑉2)

dim((𝑉1 + 𝑉2) + 𝑉3) = dim(𝑉1 + 𝑉2) + dim 𝑉3 − dim((𝑉1 + 𝑉2) ∩ 𝑉3)

上下两式相加，化简得
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dim(𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3) = dim 𝑉1 + dim 𝑉2 + dim 𝑉3

− dim(𝑉1 ∩ 𝑉2) − dim((𝑉1 + 𝑉2) ∩ 𝑉3)

另一方面，根据子空间的维数性质（原书 2.37），dim(𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3) ≤ dim 𝑉 = 10。
同时，考虑到 (𝑉1 + 𝑉2) ∩ 𝑉3 ⊆ 𝑉3，我们有 dim((𝑉1 + 𝑉2) ∩ 𝑉3) ≤ dim 𝑉3 = 7，因此

dim(𝑉1 ∩ 𝑉2) ≥ 4

同时

dim((𝑉1 ∩ 𝑉2) + 𝑉3) = dim(𝑉1 ∩ 𝑉2) + dim 𝑉3 − dim(𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3)

结合 dim((𝑉1 ∩ 𝑉2) + 𝑉3) ≤ dim 𝑉 = 10，于是

4 ≤ dim(𝑉1 ∩ 𝑉2) ≤ 3 + dim(𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3)

所以 dim(𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3) ≥ 1，由此得证 𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3 ≠ {0}。 ■

习题 15  设 𝑉 是有限维向量空间，𝑉1, 𝑉2, 𝑉3 都是 𝑉 的子空间，dim 𝑉1 + dim 𝑉2 +

dim 𝑉3 > 2 dim 𝑉，证明：𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3 ≠ {0}。

证明  根据子空间之和的维数（原书 2.43），我们有

dim((𝑉1 ∩ 𝑉2) + 𝑉3) = dim(𝑉1 ∩ 𝑉2) + dim 𝑉3 − dim(𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3)

dim(𝑉1 + 𝑉2) = dim 𝑉1 + dim 𝑉2 − dim(𝑉1 ∩ 𝑉2)

两式向加，移项得

dim((𝑉1 ∩ 𝑉2) + 𝑉3) = dim 𝑉1 + dim 𝑉2 + dim 𝑉3

− dim(𝑉1 + 𝑉2) − dim(𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3)

> 2 dim 𝑉 − dim(𝑉1 + 𝑉2) − dim(𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3)

另一方面，根据子空间的维数性质（原书 2.37），dim((𝑉1 ∩ 𝑉2) + 𝑉3) ≤ dim 𝑉，以
及 dim(𝑉1 + 𝑉2) ≤ dim 𝑉，因此

dim(𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3) > 0

由此得证 𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3 ≠ {0}。 ■

习题 16  设 𝑉 是有限维向量空间，𝑈 是 𝑉 的子空间（𝑈 ≠ 𝑉）。令 𝑛 = dim 𝑉，𝑚 =

dim 𝑈，证明：𝑉 中存在这样 𝑛 − 𝑚 个子空间，其中每个子空间的维数都是 𝑛 − 1，且
它们的交集是 𝑈。

证明  设 𝑢1, …, 𝑢𝑚 是 𝑈 的一组基，将其看作 𝑉 中的线性无关组，根据每个线性无关
组都可被扩充为基（原书 2.32），我们可以将 𝑢1, …, 𝑢𝑚 扩充为 𝑉 的一组基 𝑢1, …, 𝑢𝑛。现
在，对于 𝑘 ∈ {1, …, 𝑛 − 𝑚} 和 𝑗 ∈ {1, …, 𝑛 − 1}，令
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𝑊𝑘 = span(𝑢1, …, 𝑢𝑚+𝑘−1, 𝑢𝑚+𝑘+1, …, 𝑢𝑛)

即 𝑊𝑘 是向量组 𝑢1, …, 𝑢𝑚 中去掉第 𝑚 + 𝑘 个向量后得到的向量组所张成的子空间。
注意到 dim 𝑊𝑘 = 𝑛 − 1，因此 𝑊1, …, 𝑊𝑛−𝑚 是 𝑉 的 𝑛 − 𝑚 个维数为 𝑛 − 1 的子空间。同
时，注意到 𝑈 = span(𝑢1, …, 𝑢𝑚) ⊆ 𝑊𝑘，因此

𝑈 ⊆ 𝑊1 ∩ ⋯ ∩ 𝑊𝑛−𝑚

另一方面，我们说明 𝑊1 ∩ ⋯ ∩ 𝑊𝑛−𝑚 ⊆ 𝑈。当 𝑛 − 𝑚 = 1 时，情况是平凡的。现在
设 𝑣 ∈ 𝑊1 ∩ ⋯ ∩ 𝑊𝑛−𝑚，则对于 𝑘 ∈ {1, …, 𝑛 − 𝑚} 和 𝑖 ∈ {1, …, 𝑛}，存在 𝑎𝑘,𝑖，使得对于
任意 𝑘 ∈ {1, …, 𝑛 − 𝑚}，有

𝑣 = 𝑎𝑘,1𝑢1 + ⋯ + 𝑎𝑘,𝑛𝑢𝑛

且 𝑎𝑘,𝑚+𝑘 = 0。现在，对于任意 𝑗 ∈ {2, …, 𝑛 − 𝑚}，我们将 𝑣 在 𝑊1 和 𝑊𝑗 中线性组
合的表达式相减，得到

0 = (𝑎1,1 − 𝑎𝑗,1)𝑢1 + ⋯ + (𝑎1,𝑛 − 𝑎𝑗,𝑛)𝑢𝑛

由于 𝑢1, …, 𝑢𝑛 是线性无关的，因此，对于任意 𝑖 ∈ {1, …, 𝑛}，𝑎1,𝑖 = 𝑎𝑗,𝑖。特别注意到，
𝑎1,𝑚+𝑗 = 𝑎𝑗,𝑚+𝑗 = 0，考虑到 𝑎1,𝑚+1 = 0，以及 𝑗 ∈ {2, …, 𝑛 − 𝑚} 选取的任意性，我们得
到，对于任意 𝑗 ∈ {1, …, 𝑛 − 𝑚}，𝑎1,𝑚+𝑗 = 0，即

𝑣 = 𝑎1,1𝑢1 + ⋯ + 𝑎1,𝑚𝑢𝑚 ∈ 𝑈

这表明 𝑊1 ∩ ⋯ ∩ 𝑊𝑛−𝑚 ⊆ 𝑈。

综上所述 𝑈 = 𝑊1 ∩ ⋯ ∩ 𝑊𝑛−𝑚。也就是说，𝑊1, …, 𝑊𝑛−𝑚 就是所求的 𝑛 − 𝑚 个子空
间。 ■

习题 17  设 𝑉1, …, 𝑉𝑚 都是 𝑉 的有限维子空间，证明：𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚 是有限维的，且

dim(𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚) ≤ dim 𝑉1 + ⋯ + dim 𝑉𝑚

注 以上不等式取等，当且仅当 𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚 是直和，这将在原书 3.94 中得到证明。

证明  我们关于 𝑚 使用数学归纳法。

第 1 步
当 𝑚 = 1 时，𝑉1 根据题目条件自然是有限维的，且 dim 𝑉1 ≤ dim 𝑉1。

第 𝑘 步
假设 𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑘−1 是有限维的，且 dim(𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑘−1) ≤ dim 𝑉1 + ⋯ +
dim 𝑉𝑘−1。设 𝑢1, …, 𝑢𝑛 是其的一组基。同时，𝑉𝑘 是有限维的，设 𝑣1, …, 𝑣ℓ  是其
的一组基。则

𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑘 = span(𝑢1, …, 𝑢𝑛, 𝑣1, …, 𝑣ℓ)

于是，𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑘 是有限维的。根据子空间之和的维数（原书 2.43），我们有
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dim(𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑘) = dim(𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑘−1) + dim 𝑉𝑘

− dim((𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑘−1) ∩ 𝑉𝑘)

根据归纳假设，

dim(𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑘) ≤ dim(𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑘−1) + dim 𝑉𝑘

≤ dim 𝑉1 + ⋯ + dim 𝑉𝑘

综 上 所 述 ，𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚 是 有 限 维 的 ， 且  dim(𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑚) ≤ dim 𝑉1 + ⋯ +
dim 𝑉𝑚。 ■

习题 18  设 𝑉 是有限维向量空间，dim 𝑉 = 𝑛 ≥ 1。证明：存在 𝑉 的一维子空间
𝑉1, …, 𝑉𝑛，使得

𝑉 = 𝑉1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑉𝑛

证明  设 𝑣1, …, 𝑣𝑛 是 𝑉 的一组基。我们可以取 𝑉𝑘 = span(𝑣𝑘)，其中 𝑘 ∈ {1, …, 𝑛}。注
意到 dim 𝑉𝑘 = 1，因此 𝑉1, …, 𝑉𝑛 都是 𝑉 的一维子空间。根据基的判定准则（原书 2.28）
和直和的定义（原书 1.41），我们立即得到 𝑉 = 𝑉1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝑉𝑛。 ■

习题 19  受三个有限集的并集的元素数量公式的启发，你可能会这样猜测：若
𝑉1, 𝑉2, 𝑉3 是一个有限维向量空间的子空间，那么有

dim(𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3) = dim 𝑉1 + dim 𝑉2 + dim 𝑉3

− dim(𝑉1 ∩ 𝑉2) − dim(𝑉1 ∩ 𝑉3) − dim(𝑉2 ∩ 𝑉3)

+ dim(𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3)

解释一下为什么这样猜测，然后证明以上公式，或给出反例。

解释  有限集的并集的元素数量公式，由容斥原理给出，对于三个集合而言，

图 3 三个集合的韦恩图。

#(𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) = #𝐴 + #𝐵 + #𝐶

−#(𝐴 ∩ 𝐵) − #(𝐴 ∩ 𝐶) − #(𝐵 ∩ 𝐶)

+#(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶)

这能够很自然地迁移到有关子空间维数的公式上来。
然而，这一猜想并不正确，考虑取

𝑉1 = {(0, 𝑥) ∈ ℝ2 : 𝑥 ∈ ℝ}

𝑉2 = {(𝑥, 0) ∈ ℝ2 : 𝑥 ∈ ℝ}

𝑉3 = {(𝑥, 𝑥) ∈ ℝ2 : 𝑥 ∈ ℝ}

则 dim 𝑉1 = dim 𝑉2 = dim 𝑉3 = 1，dim(𝑉1 ∩ 𝑉2) = dim(𝑉1 ∩ 𝑉3) = dim(𝑉2 ∩ 𝑉3) =
0，dim(𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3) = 0，然而 dim(𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3) = 2 ≠ 1 + 1 + 1 − 0 − 0 − 0 + 0 = 3。

59维数



线性代数应该这样学 习题解答

因此，该猜想是错误的。

习题 20  已知 𝑉1，𝑉2 和 𝑉3 都是一个有限维向量空间的子空间，证明：

dim(𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3) = dim 𝑉1 + dim 𝑉2 + dim 𝑉3

−
dim(𝑉1 ∩ 𝑉2)

3 −
dim(𝑉1 ∩ 𝑉3)

3 −
dim(𝑉2 ∩ 𝑉3)

3

−
dim((𝑉1 + 𝑉2) ∩ 𝑉3)

3

−
dim((𝑉1 + 𝑉3) ∩ 𝑉2)

3

−
dim((𝑉2 + 𝑉3) ∩ 𝑉1)

3

注 上面公式初看可能有些奇怪，因为等式右边是否是整数令人怀疑。

证明  等式两边同时乘以 3，并利用子空间之和的维数（原书 2.43）将形如 dim(𝐴 ∩
𝐵) 的项代换，我们得到注 3

3R.H.S. = 3 dim 𝑉1 + 3 dim 𝑉2 + 3 dim 𝑉3

−(dim 𝑉1 + dim 𝑉2 − dim(𝑉1 + 𝑉2))

−(dim 𝑉1 + dim 𝑉3 − dim(𝑉1 + 𝑉3))

−(dim 𝑉2 + dim 𝑉3 − dim(𝑉2 + 𝑉3))

−(dim(𝑉1 + 𝑉2) + dim 𝑉3 − dim(𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3))

−(dim(𝑉1 + 𝑉3) + dim 𝑉2 − dim(𝑉1 + 𝑉3 + 𝑉2))

−(dim(𝑉2 + 𝑉3) + dim 𝑉1 − dim(𝑉2 + 𝑉3 + 𝑉1))

整理后，立即给出了等式两边相等的结果。 ■

注 3R.H.S. 是 Right Hand Side 的缩写，表示等式右边的表达式。对称地，L.H.S. 是 Left Hand Side 的缩写，表
示等式左边的表达式。
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第 3 章 线性映射

3A 线性映射的向量空间
注 与原书一致，在本章中，如无其他说明，我们总是假定字母 𝑈，𝑉 和 𝑊  都是 𝔽 上的向量空间。

习题 1  设 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ。定义

𝑇 : ℝ3 → ℝ2

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦ (2𝑥 − 4𝑦 + 3𝑧 + 𝑏, 6𝑥 + 𝑐𝑥𝑦𝑧)

证明：𝑇 是线性映射，当且仅当，𝑏 = 𝑐 = 0。

证明  首先，假设 𝑏 = 𝑐 = 0。则 𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥 − 4𝑦 + 3𝑧, 6𝑥)，我们逐条验证线性
映射的定义（原书 3.1）中的要求：

可加性 对任意 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ3，𝑇(𝑢 + 𝑣) = 𝑇𝑢 + 𝑇𝑣。
证明：设 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)，𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)，则

𝑇(𝑢 + 𝑣) = 𝑇(𝑢1 + 𝑣1, 𝑢2 + 𝑣2, 𝑢3 + 𝑣3)

= (2(𝑢1 + 𝑣1) − 4(𝑢2 + 𝑣2) + 3(𝑢3 + 𝑣3), 6(𝑢1 + 𝑣1))

= (2𝑢1 − 4𝑢2 + 3𝑢3, 6𝑢1) + (2𝑣1 − 4𝑣2 + 3𝑣3, 6𝑣1)
= 𝑇𝑢 + 𝑇𝑣

齐次性 对任意 𝑢 ∈ ℝ3 和任意 𝜆 ∈ ℝ，𝑇(𝜆𝑢) = 𝜆𝑇𝑢。
证明：设 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)，则

𝑇(𝜆𝑢) = 𝑇(𝜆𝑢1, 𝜆𝑢2, 𝜆𝑢3)

= (2(𝜆𝑢1) − 4(𝜆𝑢2) + 3(𝜆𝑢3), 6(𝜆𝑢1))

= 𝜆(2𝑢1 − 4𝑢2 + 3𝑢3, 6𝑢1)
= 𝜆𝑇𝑢

综上，𝑇 满足线性映射的定义。

另一方面，假设 𝑇 是线性映射。则根据线性映射将 0 映射到 0（原书 3.10），有

𝑇(0, 0, 0) = (2 ⋅ 0 − 4 ⋅ 0 + 3 ⋅ 0 + 𝑏, 6 ⋅ 0 + 𝑐 ⋅ 0)

= (𝑏, 0) = (0, 0)

因此 𝑏 = 0。另一方面，设 𝑢 = (1, 1, 1)，则根据齐次性的要求，有

𝑇(2𝑢) = (2, 12 + 8𝑐) = (2, 12 + 2𝑐) = 2𝑇(𝑢)

于是，𝑐 = 0。

综上所述，𝑇 是线性映射，当且仅当 𝑏 = 𝑐 = 0。 ■
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习题 2  设 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ。定义

𝑇 : 𝒫(ℝ) → ℝ2

𝑝 ↦ [
3𝑝(4) + 5𝑝 ′(6) + 𝑏𝑝(1)𝑝(2)
∫2
−1 𝑥3𝑝(𝑥) d𝑥 + 𝑐 sin 𝑝(0) ]

证明：𝑇 是线性映射，当且仅当，𝑏 = 𝑐 = 0。

证明  首先，假设 𝑏 = 𝑐 = 0。则 𝑇(𝑝) = (3𝑝(4) + 5𝑝 ′(6), ∫2
−1 𝑥3𝑝(𝑥) d𝑥)，我们逐条验

证线性映射的定义（原书 3.1）中的要求：

可加性 对任意 𝑝, 𝑞 ∈ 𝒫(ℝ)，𝑇(𝑝 + 𝑞) = 𝑇𝑝 + 𝑇𝑞。
证明：设 𝑝, 𝑞 ∈ 𝒫(ℝ)，则

𝑇(𝑝 + 𝑞) = (3(𝑝 + 𝑞)(4) + 5(𝑝 + 𝑞)′(6), ∫
2

−1
𝑥3(𝑝 + 𝑞)(𝑥) d𝑥)

= (3𝑝(4) + 3𝑞(4) + 5𝑝 ′(6) + 5𝑞 ′(6), ∫
2

−1
𝑥3𝑝(𝑥) d𝑥 + ∫

2

−1
𝑥3𝑞(𝑥) d𝑥)

= (3𝑝(4) + 5𝑝 ′(6), ∫
2

−1
𝑥3𝑝(𝑥) d𝑥) + (3𝑞(4) + 5𝑞 ′(6), ∫

2

−1
𝑥3𝑞(𝑥) d𝑥)

= 𝑇𝑝 + 𝑇𝑞

齐次性 对任意 𝑝 ∈ 𝒫(ℝ) 和任意 𝜆 ∈ ℝ，𝑇(𝜆𝑝) = 𝜆𝑇𝑝。
证明：设 𝑝 ∈ 𝒫(ℝ)，则

𝑇(𝜆𝑝) = (3(𝜆𝑝)(4) + 5(𝜆𝑝)′(6), ∫
2

−1
𝑥3(𝜆𝑝)(𝑥) d𝑥)

= (𝜆(3𝑝(4)) + 𝜆(5𝑝 ′(6)), 𝜆 ∫
2

−1
𝑥3𝑝(𝑥) d𝑥)

= 𝜆(3𝑝(4), ∫
2

−1
𝑥3𝑝(𝑥) d𝑥)

= 𝜆𝑇𝑝

综上，𝑇 满足线性映射的定义。

另一方面，假设 𝑇 是线性映射。设 𝑝 : 𝑥 ↦ 𝑥 + 1。则根据齐次性的要求，有

𝑇(2𝑝) = (40 + 24𝑏, 207
10 + 𝑐 sin 2) = (40 + 12𝑏, 207

10 + 2𝑐 sin 1) = 2𝑇(𝑝)

解得 𝑏 = 𝑐 = 0。这就是说 𝑇 是线性映射，当且仅当 𝑏 = 𝑐 = 0。 ■
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习题 3  设 𝑇 ∈ ℒ(𝔽𝑛, 𝔽𝑚)。证明：对于 𝑗 ∈ {1, …, 𝑚} 和 𝑘 ∈ {1, …, 𝑛}，存在标量
𝐴𝑗,𝑘 ∈ 𝔽，使得对于任意 (𝑥1, …, 𝑥𝑛) ∈ 𝔽𝑛，

𝑇(𝑥1, …, 𝑥𝑛) = (𝐴1,1𝑥1 + ⋯ + 𝐴1,𝑛𝑥𝑛, …, 𝐴𝑚,1𝑥1 + ⋯ + 𝐴𝑚,𝑛𝑥𝑛)

注 此习题表明，线性映射 𝑇 具有在原书例 3.3 的倒数第二个例子中预示的形式。

证明  对于 𝑗 ∈ {1, …, 𝑚} 和 𝑘 ∈ {1, …, 𝑛}，令 𝑤𝑗 ∈ 𝔽𝑚 和 𝑣𝑘 ∈ 𝔽𝑛 分别为第 𝑗 个和第
𝑘 个分量为 1，其余分量为 0 的向量。

容易发现，𝑤1, …, 𝑤𝑚 是 𝔽𝑚 的基，𝑣1, …, 𝑣𝑛 是 𝔽𝑛 的基。于是，对于任意 𝑘 ∈ {1, …, 𝑛}，
可以找到 𝐴1,1, …, 𝐴𝑚,1 ∈ 𝔽，使得

𝑇𝑣𝑘 = 𝐴1,𝑘𝑤1 + ⋯ + 𝐴𝑚,𝑘𝑤𝑚

另一方面，根据 𝑣𝑘 的定义，我们知道 (𝑥1, …, 𝑥𝑛) = 𝑥1𝑣1 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑣𝑛。同时，考虑到
𝑇 是线性映射，我们有

𝑇(𝑥1, …, 𝑥𝑛) = 𝑇(∑
𝑛

𝑘=1
𝑥𝑘𝑣𝑘)

= ∑
𝑛

𝑘=1
𝑇(𝑥𝑘𝑣𝑘)

= ∑
𝑛

𝑘=1
𝑥𝑘𝑇𝑣𝑘

= ∑
𝑛

𝑘=1
𝑥𝑘 ∑

𝑚

𝑗=1
𝐴𝑗,𝑘𝑤𝑗

= ∑
𝑚

𝑗=1
𝑤𝑗 ∑

𝑛

𝑘=1
𝐴𝑗,𝑘𝑥𝑘

= (𝐴1,1𝑥1 + ⋯ + 𝐴1,𝑛𝑥𝑛, …, 𝐴𝑚,1𝑥1 + ⋯ + 𝐴𝑚,𝑛𝑥𝑛)

这立即给出了我们想要的结果。 ■

习题 4  设 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊) 且 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是 𝑉 中的一组向量，使得向量组 𝑇𝑣1, …, 𝑇𝑣𝑚

在 𝑊 中是线性无关的。证明：向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是线性无关的。

证明  我们证明其逆否命题，即若 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是线性相关的，则 𝑇𝑣1, …, 𝑇𝑣𝑚 也是线性
相关的。现在假设 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是线性相关的。

根据线性相关的定义（原书 2.17），存在 𝑎1, …, 𝑎𝑚 ∈ 𝔽，使得

𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚 = 0

其中 𝑎1, …, 𝑎𝑚 不全为 0。由于 𝑇 是线性映射，根据线性映射将 0 映射到 0（原书 3.10），
我们有
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0 = 𝑇0 = 𝑇(𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚)
= 𝑎1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑇𝑣𝑚

这立即说明 𝑇𝑣1, …, 𝑇𝑣𝑚 是线性相关的。

一个命题成立，当且仅当其逆否命题成立。因此，原命题得证。 ■

习题 5  证明：ℒ(𝑉, 𝑊) 是向量空间，即原书 3.6 的结论。

证明  我们逐条验证 ℒ(𝑉, 𝑊) 满足向量空间的定义（原书 1.20）中的要求。

可交换性 对任意 𝑇, 𝑆 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，𝑇 + 𝑆 = 𝑆 + 𝑇。
证明：设 𝑣 ∈ 𝑉，则

(𝑇 + 𝑆)𝑣 = 𝑇𝑣 + 𝑆𝑣
= 𝑆𝑣 + 𝑇𝑣
= (𝑆 + 𝑇)𝑣

因此 𝑇 + 𝑆 = 𝑆 + 𝑇。

可结合性 对任意 𝑇, 𝑆, 𝑅 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊) 以及 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔽，都有 (𝑇 + 𝑆) + 𝑅 = 𝑇 + (𝑆 +
𝑅)，以及 (𝑎𝑏)𝑇 = 𝑎(𝑏𝑇)。
证明：设 𝑣 ∈ 𝑉，则对于加法的结合性，有

((𝑇 + 𝑆) + 𝑅)𝑣 = (𝑇 + 𝑆)𝑣 + 𝑅𝑣
= 𝑇𝑣 + 𝑆𝑣 + 𝑅𝑣
= 𝑇𝑣 + (𝑆 + 𝑅)𝑣
= 𝑇𝑣 + 𝑆𝑣 + 𝑅𝑣
= (𝑇 + (𝑆 + 𝑅))𝑣

因此 (𝑇 + 𝑆) + 𝑅 = 𝑇 + (𝑆 + 𝑅)。另一方面，对于标量乘法的结合性，有

((𝑎𝑏)𝑇)𝑣 = (𝑎𝑏)(𝑇𝑣)

= 𝑎(𝑏(𝑇𝑣))

= 𝑎((𝑏𝑇)𝑣) = (𝑎(𝑏𝑇))𝑣

因此 (𝑎𝑏)𝑇 = 𝑎(𝑏𝑇)。

加法单位元 存在 0 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，使得对任意 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，𝑇 + 0 = 𝑇。
证明：取 0 : 𝑣 ↦ 0，设 𝑣 ∈ 𝑉，则

(𝑇 + 0)𝑣 = 𝑇𝑣 + 0𝑣
= 𝑇𝑣 + 0
= 𝑇𝑣

因此 𝑇 + 0 = 𝑇。
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加法逆元 对任意 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，存在 −𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，使得 𝑇 + (−𝑇) = 0。
证明：取 −𝑇 : 𝑣 ↦ −𝑇𝑣，设 𝑣 ∈ 𝑉，则

(𝑇 + (−𝑇))𝑣 = 𝑇𝑣 + (−𝑇)𝑣 = 𝑇𝑣 − 𝑇𝑣 = 0 = 0𝑣

因此 𝑇 + (−𝑇) = 0。

乘法单位元 对于任意 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，1𝑇 = 𝑇。
证明：设 𝑣 ∈ 𝑉，则

(1𝑇)𝑣 = 1(𝑇𝑣) = 𝑇𝑣

因此 1𝑇 = 𝑇。

分配性质 对于任意 𝑇, 𝑆 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊) 和 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔽，都有 𝑎(𝑇 + 𝑆) = 𝑎𝑇 + 𝑎𝑆，以及
(𝑎 + 𝑏)𝑇 = 𝑎𝑇 + 𝑏𝑇。
证明：设 𝑣 ∈ 𝑉，则对于第一个分配性质，有

(𝑎(𝑇 + 𝑆))𝑣 = 𝑎((𝑇 + 𝑆)𝑣)

= 𝑎(𝑇𝑣 + 𝑆𝑣)
= 𝑎𝑇𝑣 + 𝑎𝑆𝑣
= (𝑎𝑇 + 𝑎𝑆)𝑣

因此 𝑎(𝑇 + 𝑆) = 𝑎𝑇 + 𝑎𝑆。另一方面，对于第二个分配性质，有

((𝑎 + 𝑏)𝑇)𝑣 = (𝑎 + 𝑏)(𝑇𝑣)

= 𝑎(𝑇𝑣) + 𝑏(𝑇𝑣)

= (𝑎𝑇)𝑣 + (𝑏𝑇)𝑣

= (𝑎𝑇 + 𝑏𝑇)𝑣

因此 (𝑎 + 𝑏)𝑇 = 𝑎𝑇 + 𝑏𝑇。

■

习题 6  证明：线性映射的乘法具有可结合性、单位元和分配性质，即原书 3.8 的
结论。

证明  我们逐条验证线性映射满足这些性质。

可结合性 对于任意使乘积有意义的线性映射 𝑇1，𝑇2 和 𝑇3（即 𝑇3 映射到 𝑇2 的定
义空间中，𝑇2 映射到 𝑇1 的定义空间中），都有 (𝑇1𝑇2)𝑇3 = 𝑇1(𝑇2𝑇3)。
证明：设 𝑣 是 𝑇3 的定义空间中的任意向量，则

((𝑇1𝑇2)𝑇3)𝑣 = 𝑇1(𝑇2(𝑇3𝑣)) = (𝑇1(𝑇2𝑇3))𝑣

因此 (𝑇1𝑇2)𝑇3 = 𝑇1(𝑇2𝑇3)。
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单位元 对于任意 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，都有 𝑇𝐼 = 𝐼𝑇 = 𝑇。这里的第一个 𝐼  是 𝑉 上的恒
等变换，而第二个 𝐼  是 𝑊 上的恒等变换。
证明：设 𝑣 ∈ 𝑉，对于 𝐼𝑇 = 𝑇，有

(𝐼𝑇)𝑣 = 𝐼(𝑇𝑣) = 𝑇𝑣

因此 𝐼𝑇 = 𝑇。另一方面，对于 𝑇𝐼 = 𝑇，

(𝑇𝐼)𝑣 = 𝑇(𝐼𝑣) = 𝑇𝑣

因此 𝑇𝐼 = 𝑇。

分配性质 对于任意 𝑇, 𝑇1, 𝑇2 ∈ ℒ(𝑈, 𝑉) 和 𝑆, 𝑆1, 𝑆2 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，有 (𝑆1 + 𝑆2)𝑇 =
𝑆1𝑇 + 𝑆2𝑇 且 𝑆(𝑇1 + 𝑇2) = 𝑆𝑇1 + 𝑆𝑇2。
证明：设 𝑣 ∈ 𝑈，则对于第一个分配性质，有

((𝑆1 + 𝑆2)𝑇)𝑣 = (𝑆1 + 𝑆2)(𝑇𝑣)

= 𝑆1(𝑇𝑣) + 𝑆2(𝑇𝑣)

= (𝑆1𝑇 + 𝑆2𝑇)𝑣

因此 (𝑆1 + 𝑆2)𝑇 = 𝑆1𝑇 + 𝑆2𝑇。另一方面，对于第二个分配性质，有

(𝑆(𝑇1 + 𝑇2))𝑣 = 𝑆((𝑇1 + 𝑇2)𝑣)

= 𝑆(𝑇1𝑣 + 𝑇2𝑣)

= 𝑆(𝑇1𝑣) + 𝑆(𝑇2𝑣)

= (𝑆𝑇1 + 𝑆𝑇2)𝑣

因此 𝑆(𝑇1 + 𝑇2) = 𝑆𝑇1 + 𝑆𝑇2。

综上所述，线性映射的乘法具有可结合性、单位元和分配性质。 ■

习题 7  证明：任何从一维向量空间到其自身的线性映射，就是标量乘法。形式化地
说，即若 dim 𝑉 = 1 且 𝑇 ∈ ℒ(𝑉)，则存在 𝜆 ∈ 𝔽，使得 𝑇𝑣 = 𝜆𝑣 对任意 𝑣 ∈ 𝑉 成立。

证明  设 𝑤 是 𝑉 的一组基。由于 𝑇𝑤 ∈ 𝑉，根据基的性质，存在 𝜆 ∈ 𝔽，使得 𝑇𝑤 =
𝜆𝑤。现在考虑任意 𝑣 ∈ 𝑉。根据基的性质，存在唯一的 𝑎 ∈ 𝔽，使得 𝑣 = 𝑎𝑤。因此

𝑇𝑣 = 𝑇(𝑎𝑤) = 𝑎𝑇𝑤 = 𝑎(𝜆𝑤) = 𝜆(𝑎𝑤) = 𝜆𝑣

综上所述，𝑇𝑣 = 𝜆𝑣 对任意 𝑣 ∈ 𝑉 成立。 ■

习题 8  给出一例：函数 𝜑 : ℝ2 → ℝ，使得对于任意 𝑎 ∈ ℝ 和 𝑣 ∈ ℝ2，有

𝜑(𝑎𝑣) = 𝑎𝜑(𝑣)

但是 𝜑 不是线性映射。
注 本题和下一题表明，仅有齐次性或仅有可加性，都不足以推导出一个函数是线性映射。
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证明  对于任意 (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2，令

𝜑(𝑥, 𝑦) = {𝑥 |𝑥| ≥ |𝑦|
𝑦 |𝑥| < |𝑦|

设 𝑎 ∈ ℝ，则当 |𝑥| ≥ |𝑦| 时，𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑥，且有 |𝑎𝑥| ≥ |𝑎𝑦|，于是

𝜑(𝑎(𝑥, 𝑦)) = 𝜑(𝑎𝑥, 𝑎𝑦) = 𝑎𝑥 = 𝑎𝜑(𝑥, 𝑦)

当 |𝑥| < |𝑦| 时，𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑦，且有 |𝑎𝑥| < |𝑎𝑦|，于是

𝜑(𝑎(𝑥, 𝑦)) = 𝜑(𝑎𝑥, 𝑎𝑦) = 𝑎𝑦 = 𝑎𝜑(𝑦)

因此，对于任意 𝑎 ∈ ℝ 和 𝑣 ∈ ℝ2，都有 𝜑(𝑎𝑣) = 𝑎𝜑(𝑣)。

另一方面，注意到当 𝑣 = (1, 0) 和 𝑤 = (0, −1) 时，𝜑(𝑣 + 𝑤) = 𝜑(1, −1) = 1，而 𝜑(𝑣) +
𝜑(𝑤) = 𝜑(1, 0) + 𝜑(0, −1) = 1 + (−1) = 0，即 𝜑(𝑣 + 𝑤) ≠ 𝜑(𝑣) + 𝜑(𝑤)。

这说明 𝜑 不满足线性映射的定义（原书 3.1）中对可加性的要求。因此 𝜑 不是线性映
射。 ■

习题 9  给出一例：函数 𝜑 : ℂ → ℂ，使得对于任意 𝑤, 𝑧 ∈ ℂ，有

𝜑(𝑤 + 𝑧) = 𝜑(𝑤) + 𝜑(𝑧)

但是 𝜑 不是线性映射。（此处将 ℂ 视为复向量空间。）
注 满足上述可加性条件，而不是线性映射的函数 𝜑 : ℝ → ℝ 也是存在的。然而，证明这样的一个函数存
在，要用到高得多的数学工具。注 1

证明  设 𝑧 ∈ ℂ，令注 2

𝜑(𝑧) = ℜ𝑧

设 𝑤 = (𝑎 + 𝑏i), 𝑧 = (𝑐 + 𝑑i) ∈ ℂ，其中 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ。则

𝜑(𝑤 + 𝑧) = ℜ((𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)i) = 𝑎 + 𝑐 = ℜ𝑤 + ℜ𝑧 = 𝜑(𝑤) + 𝜑(𝑧)

因此，对于任意 𝑤, 𝑧 ∈ ℂ，都有 𝜑(𝑤 + 𝑧) = 𝜑(𝑤) + 𝜑(𝑧)。

另一方面，注意到

𝜑(i2) = 0 ≠ 2i = i𝜑(2)

这说明 𝜑 不满足线性映射的定义（原书 3.1）中对齐次性的要求。因此 𝜑 不是的线性
映射。 ■

注 1这有很强的分析背景，感兴趣的读者可以搜索“柯西方程的不连续解”“哈默尔基“等关键词。明确构造出这
样的函数一般而言需要承认选择公理，构造的基本思路是将 ℝ 视为 ℚ 上的一个无限维向量空间。

注 2这里的 ℜ𝑧 表示 𝑧 的实部，类似地，记号 ℑ𝑧 表示 𝑧 的虚部。
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习题 10  证明或证伪：如果 𝑞 ∈ 𝒫(ℝ)，𝑇 : 𝒫(ℝ) → 𝒫(ℝ) 定义为 𝑇𝑝 = 𝑞 ∘ 𝑝，那么
𝑇 是线性映射。
注 这里定义的函数 𝑇，不同于原书 3.3 中最后一个例子定义的函数 𝑇，区别在于复合的次序。

解答  设 𝑥 ∈ ℝ。令 𝑞 ∈ 𝒫(ℝ) 为 𝑥 ↦ 𝑥2。注意到，取 𝑝 ∈ 𝒫(ℝ) 为 𝑥 ↦ 𝑥，则

(𝑇2𝑝)(𝑥) = 𝑞(2𝑝(𝑥)) = 4𝑥2 ≠ 2𝑥2 = 2𝑞(𝑝(𝑥)) = 2𝑇𝑝

这说明 𝑇 不满足线性映射的定义（原书 3.1）中对齐次性的要求。因此 𝑇 不是线性
映射。

习题 11  设 𝑉 是有限维向量空间，𝑇 ∈ ℒ(𝑉)。证明：𝑇 是恒等算子的标量倍，当
且仅当，对于任意 𝑆 ∈ ℒ(𝑉)，𝑆𝑇 = 𝑇𝑆  成立。

证明  首先，假设 𝑇 = 𝜆𝐼，其中 𝜆 ∈ 𝔽 且 𝐼  是 𝑉 上的恒等算子。设 𝑣 ∈ 𝑉，则对于
任意 𝑆 ∈ ℒ(𝑉)，有

(𝑆𝑇)𝑣 = 𝑆(𝑇𝑣) = 𝑆(𝜆𝑣) = 𝜆𝑆𝑣 = (𝜆𝐼)(𝑆𝑣) = (𝑇𝑆)𝑣

这说明 𝑆𝑇 = 𝑇𝑆  成立。

另一方面，我们说明逆否命题。假设不存在 𝜆 ∈ 𝔽，使得 𝑇 = 𝜆𝐼，即存在 𝑣 ∈ 𝑉，使
得不存在 𝜆 ∈ 𝔽，使得 𝑇𝑣 = 𝜆𝑣。根据 2A 节习题 4（见第 29 页），我们得到 𝑣, 𝑇𝑣 是一
个线性无关组。

现在，我们构造一个线性映射 𝑆 ∈ ℒ(𝑉)，使得 𝑆𝑣 = 𝑣 且 𝑆𝑇𝑣 = 𝑣。具体而言，根据
每个线性无关组都可被扩充为基（原书 2.32），我们可以找到 𝑢1, …, 𝑢𝑚 ∈ 𝑉，使得
𝑣, 𝑇𝑣, 𝑢1, …, 𝑢𝑚 是 𝑉 的一组基。

根据线性映射引理（原书 3.4），我们找到线性映射 𝑆 : 𝑉 → 𝑉，满足 𝑆𝑣 = 𝑣，𝑆(𝑇𝑣) =
𝑣，且对于 𝑗 ∈ {1, …, 𝑚}，𝑆𝑢𝑗 = 𝑢𝑗。注意到

𝑆𝑇𝑣 = 𝑣 ≠ 𝑇𝑣 = 𝑇𝑆𝑣

这说明 𝑆𝑇 ≠ 𝑇𝑆。综上所述，𝑇 是恒等算子的标量倍，当且仅当，对于任意 𝑆 ∈ ℒ(𝑉)，
𝑆𝑇 = 𝑇𝑆  成立。 ■

习题 12  设 𝑈 是 𝑉 的子空间，𝑈 ≠ 𝑉。设 𝑆 ∈ ℒ(𝑈, 𝑊)，且 𝑆 ≠ 0（即存在 𝑢 ∈ 𝑈，
使得 𝑆𝑢 ≠ 0）。定义 𝑇 : 𝑉 → 𝑊，使得

𝑇𝑣 = {𝑆𝑣 𝑣 ∈ 𝑈
0 𝑣 ∈ 𝑉 ∧ 𝑣 ∉ 𝑈

证明：𝑇 不是 𝑉 上的线性映射。
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证明  设 𝑢 ∈ 𝑈，使得 𝑆𝑢 ≠ 0，𝑣 ∈ 𝑉 且 𝑣 ∉ 𝑉。由于 𝑢 + (𝑣 − 𝑢) = 𝑣 ∉ 𝑈，根据子
空间的条件（原书 1.34）中对加法封闭性的要求，只能有 𝑣 − 𝑢 ∉ 𝑈。注意到

𝑇𝑢 = 𝑆𝑢 ≠ 0 = 0 + 0 = 𝑇𝑢 + 𝑇(𝑣 − 𝑢)

这说明 𝑇 不满足线性映射的定义（原书 3.1）中对可加性的要求。因此 𝑇 不是 𝑉 上
的线性映射。 ■

习题 13  设 𝑉 是有限维的向量空间。证明：𝑉 的子空间上的任意一个线性映射都可
以扩充为 𝑉 上的线性映射。形式化地说，设 𝑈 是 𝑉 的子空间，𝑆 ∈ ℒ(𝑈, 𝑊)。则存
在 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，使得 𝑇𝑢 = 𝑆𝑢 对任意 𝑢 ∈ 𝑈 成立。
注 原书 3.125 的证明将会用到本题的结果。

证明  设 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是 𝑈 的一组基，根据每一个线性无关组都可被扩充为基（原书
2.32），我们可以找到 𝑣𝑚+1, …, 𝑣𝑛 ∈ 𝑉，使得 𝑣1, …, 𝑣𝑛 是 𝑉 的一组基。

现在，根据线性映射引理（原书 3.4），我们可以找到线性映射 𝑇 : 𝑉 → 𝑊，使得对于
任意 𝑖 ∈ {1, …, 𝑚}，都有 𝑇𝑣𝑖 = 𝑆𝑣𝑖，且对于 𝑗 ∈ {𝑚 + 1, …, 𝑛}，𝑇𝑣𝑗 = 0。对于任意 𝑢 ∈
𝑈，由于 𝑢 可以唯一地表示为

𝑢 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚

因此

𝑇𝑢 = 𝑎1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑇𝑣𝑚 = 𝑎1𝑆𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑆𝑣𝑚 = 𝑆𝑢

综上所述，𝑇 满足 𝑇𝑢 = 𝑆𝑢 对任意 𝑢 ∈ 𝑈 成立，即 𝑇 是 𝑆  的扩充。 ■

习题 14  设 𝑉 是有限维向量空间，dim 𝑉 > 0，𝑊 是无限维向量空间。证明：ℒ(𝑉, 𝑊)

是无限维的。

证明  设 𝑣 ∈ 𝑉，𝑣 ≠ 0。根据 2A 节习题 17（见第 37 页），𝑊 中存在一个序列 𝑤1, 𝑤2, …
使得对于任意 𝑚 ∈ ℕ+，向量组 𝑤1, …, 𝑤𝑚 线性无关。

根据线性映射引理（原书 3.4），我们可以找到线性映射 𝑆𝑘 : span(𝑣) → 𝑊，使得 𝑆𝑘𝑣 =
𝑤𝑘。然后根据习题 13，存在 𝑇𝑘 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，使得对于任意 𝑢 ∈ span(𝑣)，都有 𝑇𝑘𝑢 = 𝑆𝑘𝑢。

对于任意 𝑚 ∈ ℕ+，设 𝑎1, …𝑎𝑚 ∈ 𝔽，使得

𝑎1𝑇1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑇𝑚 = 0

等式两边同时代入 𝑣，我们得到

𝑎1𝑤1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑤𝑚 = 0

由于 𝑤1, …, 𝑤𝑚 是线性无关的，因此 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑚 = 0。这说明 𝑇1, …, 𝑇𝑚 是线性无
关的。

所以，根据 2A 节习题 17（见第 37 页），ℒ(𝑉, 𝑊) 是无限维的。 ■
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习题 15  设 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是 𝑉 中的线性相关向量组，dim 𝑊 > 0。证明：存在
𝑤1, …, 𝑤𝑚 ∈ 𝑊，使得不存在 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊) 对于任意 𝑘 ∈ {1, …, 𝑚}，都有 𝑇𝑣𝑘 = 𝑤𝑘。

证明  由于向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是线性相关的，根据线性相关性引理（原书 2.19），存在
𝑘 ∈ {1, …, 𝑚}，使得 𝑣𝑘 ∈ span(𝑣1, …, 𝑣𝑘−1)。设

𝑣𝑘 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑘−1𝑣𝑘−1

其中 𝑎1, …, 𝑎𝑘−1 ∈ 𝔽。任取 𝑤𝑘 ≠ 0，并令 𝑤1 = ⋯ = 𝑤𝑘−1 = 0。于是

𝑇𝑣𝑘 = 𝑎1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑘−1𝑇𝑣𝑘−1 = 0 ≠ 𝑤𝑘

这说明不存在 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，使得对于任意 𝑘 ∈ {1, …, 𝑚}，都有 𝑇𝑣𝑘 = 𝑤𝑘。 ■

习题 16  设 𝑉 是有限维向量空间，dim 𝑉 > 1。证明：存在 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉) 使得 𝑆𝑇 ≠

𝑇𝑆。

证明  设 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉 是线性无关的向量组，令 𝑈 = span(𝑣1, 𝑣2)。设 𝑢 ∈ 𝑈，则 𝑢 可以
唯一地表示为

𝑢 = 𝑎1𝑣1 + 𝑎2𝑣2

其中 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝔽。根据线性映射引理（原书 3.4），我们可以找到线性映射 𝑆|𝑈 : 𝑈 → 𝑊
和 𝑇|𝑈 : 𝑈 → 𝑊注 3，使得 𝑆|𝑈(𝑣1) = 𝑣2 且 𝑆|𝑈(𝑣2) = 𝑣1，以及 𝑇|𝑈 (𝑣1) = 𝑇|𝑈(𝑣2) = 𝑣1。

现在，根据习题 13，存在 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉)，使得对于任意 𝑢 ∈ 𝑈，都有 𝑆𝑢 = 𝑆|𝑈(𝑢) 且
𝑇𝑢 = 𝑇|𝑈(𝑢)。注意到

𝑆𝑇𝑣2 = 𝑆𝑣1 = 𝑣2 ≠ 𝑣1 = 𝑇𝑣1 = 𝑇𝑆𝑣2

于是 𝑆𝑇 ≠ 𝑇𝑆，这立即完成了证明。 ■

习题 17  设 𝑉 是有限维向量空间。

◾ ℒ(𝑉) 的子空间 ℰ  被称为双边理想（two-sided ideal），是指 𝑇𝐸 ∈ ℰ  和 𝐸𝑇 ∈
ℰ，对于任意 𝐸 ∈ ℰ  和 𝑇 ∈ ℒ(𝑉) 都成立。

证明：ℒ(𝑉) 仅有的双边理想是 {0} 和 ℒ(𝑉)。

证明  验证 {0} 是 ℒ(𝑉) 的双边理想是平凡的。现在假设 ℰ  是 ℒ(𝑉) 的双边理想，且
ℰ ≠ {0}。故存在 𝐸 ∈ ℰ  使得 𝐸 ≠ 0，即可设 𝑤0 ∈ 𝑉，使得 𝐸𝑤0 ≠ 0。令 𝑤 = 𝐸𝑤0。

令 𝑊 = span(𝑤)。根据线性映射引理（原书 3.4），可以找到线性映射注 4 𝑅|𝑊 : 𝑊 → 𝔽，
满足 𝑅|𝑊(𝑤) = 1。再根据习题 13，存在线性映射 𝑅 ∈ ℒ(𝑉, 𝔽)，使得 𝑅𝑤 = 𝑅|𝑊(𝑤) = 1。

注 3这里使用的是限制算子的记号，表示定义域限制在 𝑈 上，原书第三版的 5.14 定义了此记号。但是这里无
需明白这些定义，将其分别当作两个函数的名字即可。

注 4这里有时将 𝔽 视为一个向量空间，即我们不对 𝔽 和 𝔽1 进行明确地区分。
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现在，对于任意 𝑢 ∈ 𝑊 和 𝑓 ∈ ℒ(𝑉, 𝔽)，定义

◾ 线性映射 𝑆𝑢 : 𝑉 → 𝑉 为 𝑣 ↦ 𝑅(𝑣)𝑢；

◾ 线性映射 𝑇𝑓 : 𝑉 → 𝑉 为 𝑣 ↦ 𝑓(𝑣)𝑤0。

由于 ℰ  是双边理想，𝑆𝑢𝐸𝑇𝑓 ∈ ℰ。设 𝑢1, …, 𝑢𝑚 是 𝑉 的一组基。另一方面，设 𝑣 ∈ 𝑉，
注意到

(𝑆𝑢𝐸𝑇𝑓)𝑣 = 𝑆𝑢(𝐸(𝑓(𝑣)𝑤0))

= 𝑆𝑢(𝑓(𝑣)𝐸𝑤0)

= 𝑓(𝑣)𝑆𝑢𝑤

= 𝑓(𝑣)𝑅(𝑤)𝑢

= 𝑓(𝑣)𝑢

现在，设 𝑇 ∈ ℒ(𝑉)，𝑖, 𝑗 ∈ {1, …, 𝑚}。我们将 𝑇𝑢𝑗 表示为 𝑇𝑢𝑗 = 𝐴1,𝑗𝑢1 + ⋯ + 𝐴𝑚,𝑗𝑢𝑚，
其中 𝐴𝑖,𝑗 ∈ 𝔽。同时，将 𝑣 表示为 𝑣 = 𝑎1𝑢1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑢𝑚，其中 𝑎1, …, 𝑎𝑚 ∈ 𝔽。

现在，对于任意 𝑖 ∈ {1, …, 𝑚}，根据线性映射引理（原书 3.4），我们可以找到线性映
射 𝑓𝑖 ∈ ℒ(𝑉, 𝔽)，使得对于任意 𝑗 ∈ {1, …, 𝑚}，𝑓𝑖(𝑣𝑗) = 𝐴𝑖,𝑗，即

𝑓𝑖(𝑣) = ∑
𝑚

𝑗=1
𝐴𝑖,𝑗𝑎𝑗

注意到

𝑇𝑣 = ∑
𝑚

𝑗=1
𝑎𝑗𝑇𝑢𝑗

= ∑
𝑚

𝑗=1
𝑎𝑗 ∑

𝑚

𝑖=1
𝐴𝑖,𝑗𝑢𝑖

= ∑
𝑚

𝑖=1
𝑢𝑖 ∑

𝑚

𝑗=1
𝐴𝑖,𝑗𝑎𝑗

= ∑
𝑚

𝑖=1
𝑢𝑖𝑓𝑖(𝑣)

= ∑
𝑚

𝑖=1
(𝑆𝑢𝑖𝐸𝑇𝑓𝑖)𝑣

这说明

𝑇 = ∑
𝑚

𝑖=1
𝑆𝑢𝑖𝐸𝑇𝑓𝑖 ∈ ℰ

由于 𝑇 是任意的，因此 ℰ  包含了所有的线性映射，即 ℰ = ℒ(𝑉)。综上所述，ℒ(𝑉) 仅
有的双边理想是 {0} 和 ℒ(𝑉)。 ■
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3B 零空间和值域
习题 1  给出一例：满足 dim null 𝑇 = 3 且 dim range 𝑇 = 2 的线性映射 𝑇。

解答  令

𝑇 : ℝ5 → ℝ2

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) ↦ (𝑥1, 𝑥2)

根据定义

range 𝑇 = ℝ2

null 𝑇 = {(0, 0, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ5 : 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ}

于是 dim null 𝑇 = 3 且 dim range 𝑇 = 2。

习题 2  设 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉) 使得 range 𝑆 ⊆ null 𝑇，证明：(𝑆𝑇)2 = 0。

证明  设 𝑣 ∈ 𝑉。考虑到 𝑆(𝑇𝑣) ∈ range 𝑆 ⊆ null 𝑇，根据定义，𝑇𝑆𝑇𝑣 = 0。根据线
性映射将 0 映射到 0（原书 3.10），

(𝑆𝑇)2𝑣 = 𝑆(𝑇𝑆𝑇)𝑣 = 𝑆0 = 0

因此 (𝑆𝑇)2 = 0。 ■

习题 3  设向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚 ∈ 𝑉，定义 𝑇 ∈ ℒ(𝔽𝑚, 𝑉) 为

(𝑧1, …, 𝑧𝑚) ↦ 𝑧1𝑣1 + ⋯ + 𝑧𝑚𝑣𝑚

(a) 𝑇 的什么性质对应于向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚 张成 𝑉？
(b) 𝑇 的什么性质对应于向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚 线性无关？

解答  对于 (a)，结论是 𝑇 是满射等价于向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚 张成 𝑉。我们使用逆否命题
来说明这一点。首先假设 𝑇 不是满射，则存在 𝑤 ∈ 𝑉 使得 𝑤 ∉ range 𝑇。反证假设向量组
𝑣1, …, 𝑣𝑚 张成 𝑉，则存在 𝑧1, …, 𝑧𝑚 ∈ 𝔽 使得 𝑤 = 𝑧1𝑣1 + ⋯ + 𝑧𝑚𝑣𝑚。因此 𝑤 ∈ range 𝑇，
这与 𝑤 ∉ range 𝑇 矛盾。

现在假设向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚 不张成 𝑉，则 dim 𝑉 > dim span(𝑣1, …, 𝑣𝑚) = 𝑚，然而
dim 𝔽𝑚 = 𝑚，根据映射到更高维空间上的线性映射不是满射（原书 3.24），𝑇 不是满射。

对于 (b)，结论是 𝑇 是单射等价于向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚 线性无关。首先假设 𝑇 是单射，则
根据“单射性 ⟺ 零空间为 {0}”（原书 3.15），null 𝑇 = {0}。因此 𝑧1𝑣1 + ⋯ + 𝑧𝑚𝑣𝑚 =
0 仅当 𝑧1 = ⋯ = 𝑧𝑚 = 0，这说明向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚 线性无关。
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现在假设向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑚 线性无关。则 dim range 𝑇 = dim span(𝑣1, …, 𝑣𝑚) = 𝑚，根
据线性映射基本定理（原书 3.21），dim 𝔽𝑚 = dim null 𝑇 + dim range 𝑇，解得 dim null 𝑇 =
{0}，即 𝑇 是单射。

习题 4  证明：{𝑇 ∈ ℒ(ℝ5, ℝ4) : dim null 𝑇 > 2} 不是 ℒ(ℝ5, ℝ4) 的子空间。

证明  记 𝑆 = {𝑇 ∈ ℒ(ℝ5, ℝ4) : dim null 𝑇 > 2}。取 𝑇1, 𝑇2 ∈ ℒ(ℝ5, ℝ4)，使得对于任
意 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ∈ ℝ，有

𝑇1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) = (𝑥1, 𝑥2, 0, 0)

𝑇2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) = (0, 0, 𝑥3, 𝑥4)

容易验证 dim null 𝑇1 = dim null 𝑇2 = 3 > 2，即 𝑇1 和 𝑇2 都是 𝑆  中的元素。然而，注意
到 dim range(𝑇1 + 𝑇2) = 4，即根据线性映射基本定理（原书 3.21），

dim null(𝑇1 + 𝑇2) = dim ℝ5 − dim range(𝑇1 + 𝑇2) = 5 − 4 = 1

因此 𝑇1 + 𝑇2 ∉ 𝑆。这说明 𝑆  违反了子空间的条件（原书 1.34）中对加法封闭性的要
求，故 𝑆  不是 ℒ(ℝ5, ℝ4) 的子空间。 ■

习题 5  给出一例：线性映射 𝑇 ∈ ℒ(ℝ4)，满足 range 𝑇 = null 𝑇。

解答  设 𝑣1, …, 𝑣4 是 ℝ4 的一组基。根据线性映射引理（原书 3.4），存在 𝑇 ∈ ℒ(ℝ4)，
使得 𝑇𝑣1 = 𝑇𝑣2 = 0，𝑇𝑣3 = 𝑣1，𝑇𝑣4 = 𝑣2。因此

range 𝑇 = null 𝑇 = span(𝑣1, 𝑣2)

因此 𝑇 满足题目要求。

习题 6  证明：不存在 𝑇 ∈ ℒ(ℝ5)，使得 range 𝑇 = null 𝑇。

证明  假设存在 𝑇 ∈ ℒ(ℝ5)，使得 range 𝑇 = null 𝑇。根据线性映射基本定理（原书
3.21），有

dim ℝ5 = dim null 𝑇 + dim range 𝑇

由于 range 𝑇 = null 𝑇，因此 dim range 𝑇 = dim null 𝑇。设 dim range 𝑇 = 𝑛，则

dim ℝ5 = 𝑛 + 𝑛 = 2𝑛

由于 dim ℝ5 = 5，因此 2𝑛 = 5，这与 𝑛 是整数矛盾。因此不存在这样的 𝑇。 ■

习题 7  设 𝑉 和 𝑊 是有限维向量空间，2 ≤ dim 𝑉 ≤ dim 𝑊。证明：{𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊) :

𝑇 不是单射} 不是 ℒ(𝑉, 𝑊) 的子空间。
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证明  记 𝑆 = {𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊) : 𝑇 不是单射}。设 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是 𝑉 的一组基，𝑤1, …, 𝑤𝑛

是 𝑊 的一组基，其中 𝑛 ≥ 𝑚 = dim 𝑉 ≥ 2。

根据线性映射引理（原书 3.4），存在 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，使得对于任意 𝑖 ∈ {1, …, 𝑚}，有
𝑇𝑣𝑖 = 𝑤𝑖。设 𝑣 ∈ 𝑉。假设 𝑇𝑣 = 0，将 𝑣 表示为 𝑣 = 𝑧1𝑣1 + ⋯ + 𝑧𝑚𝑣𝑚，其中 𝑧1, …, 𝑧𝑚 ∈
𝔽。则

𝑇𝑣 = 𝑧1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑧𝑚𝑇𝑣𝑚 = 𝑧1𝑤1 + ⋯ + 𝑧𝑚𝑤𝑚 = 0

由于 𝑤1, …, 𝑤𝑚 是线性无关的，因此 𝑧1 = ⋯ = 𝑧𝑚 = 0，即 𝑣 = 0。因此 null 𝑇 = {0}，
根据“单射性 ⟺ 零空间为 {0}”（原书 3.15），𝑇 是单射，即 𝑇 ∉ 𝑆。

再次利用线性映射引理（原书 3.4），存在 𝑅 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，使得 𝑅𝑣1 = 𝑤1，且对于任
意 𝑖 ∈ {2, …, 𝑚}，𝑅𝑣𝑖 = 0。由于 𝑚 ≥ 2，我们至少有 𝑅𝑣2 = 𝑅0 = 0，故 𝑅 不是单射。

注意到

(𝑇 − 𝑅)𝑣1 = 𝑇𝑣1 − 𝑅𝑣1 = 𝑤1 − 𝑤1 = 0 = (𝑇 − 𝑅)0

故 𝑇 − 𝑅 不是单射。即 𝑅, 𝑇 − 𝑅 ∈ 𝑆，注意到

𝑅 + (𝑇 − 𝑅) = 𝑇 ∉ 𝑆

这说明 𝑆  违反了子空间的条件（原书 1.34）中对加法封闭性的要求，故 𝑆  不是 ℒ(𝑉, 𝑊)
的子空间。 ■

习题 8  设 𝑉 和 𝑊 是有限维向量空间，2 ≤ dim 𝑊 ≤ dim 𝑉。证明：{𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊) :

𝑇 不是满射} 不是 ℒ(𝑉, 𝑊) 的子空间。

证明  记 𝑆 = {𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊) : 𝑇 不是满射}。设 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是 𝑉 的一组基，𝑤1, …, 𝑤𝑛

是 𝑊 的一组基，其中 𝑚 ≥ 𝑛 = dim 𝑊 ≥ 2。

根据线性映射引理（原书 3.4），存在 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，使得对于任意 𝑖 ∈ {1, …, 𝑛}，有
𝑇𝑣𝑖 = 𝑤𝑖，且对于任意 𝑖 ∈ {𝑛 + 1, …, 𝑚}，𝑇𝑣𝑖 = 0。设 𝑤 ∈ 𝑊。将 𝑤 表示为 𝑤 = 𝑧1𝑤1 +
⋯ + 𝑧𝑛𝑤𝑛，其中 𝑧1, …, 𝑧𝑚 ∈ 𝔽。则

𝑤 = 𝑧1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑧𝑛𝑇𝑣𝑛 = 𝑇(𝑧1𝑣1 + ⋯ + 𝑧𝑛𝑣𝑛)

故 range 𝑇 = 𝑊，即 𝑇 是满射，因此 𝑇 ∉ 𝑆。

再次利用线性映射引理（原书 3.4），存在 𝑅 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，使得 𝑅𝑣1 = 𝑤1，且对于任意
𝑖 ∈ {2, …, 𝑛}，𝑅𝑣𝑖 = 0。由于 𝑛 ≥ 2，𝑤1, 𝑤2 线性无关，根据 2A 节习题 4（见第 29 页），
不存在 𝜆 ∈ 𝔽，使得 𝑤2 = 𝜆𝑤1，即 𝑤 ∉ range 𝑅，故 𝑅 不是满射。

反证假设 𝑇 − 𝑅 是满射，则存在 𝑣 ∈ 𝑉 使得 (𝑇 − 𝑅)𝑣 = 𝑤1。将 𝑣 表示为 𝑣 = 𝑎1𝑣1 +
⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚，其中 𝑎1, …, 𝑎𝑚 ∈ 𝔽。则
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𝑤1 = (𝑇 − 𝑅)𝑣 = 𝑇𝑣 − 𝑅𝑣
= 𝑎1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑇𝑣𝑚 + 𝑎1𝑅𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑅𝑣𝑚

= 𝑎1𝑤1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑤𝑛 − 𝑎1𝑤1

= 𝑎2𝑤2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑤𝑛 ∈ span(𝑤2, …, 𝑤𝑚)

根据 2A 节习题 13（见第 33 页），𝑤2, …, 𝑤𝑛, 𝑤1 不是线性无关的，矛盾。故 𝑇 − 𝑅 不
是满射。现在 𝑅, 𝑇 − 𝑅 ∈ 𝑆，注意到

𝑅 + (𝑇 − 𝑅) = 𝑇 ∉ 𝑆

这说明 𝑆  违反了子空间的条件（原书 1.34）中对加法封闭性的要求，故 𝑆  不是 ℒ(𝑉, 𝑊)
的子空间。 ■

习题 9  设 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊) 是单射，向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑛 在 𝑉 中线性无关。证明：向量组
𝑇𝑣1, …, 𝑇𝑣𝑛 在 𝑊 中线性无关。

证明  设 𝑎1, …, 𝑎𝑛 ∈ 𝔽 使得

𝑎1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑇𝑣𝑛 = 0

根据线性映射的定义，有

𝑇(𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛) = 0

由于 𝑇 是单射，根据“单射性 ⟺ 零空间为 {0}”（原书 3.15），null 𝑇 = {0}，因此
𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛 = 0。由于向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑛 在 𝑉 中线性无关，只能有 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 0。

这说明向量组 𝑇𝑣1, …, 𝑇𝑣𝑛 在 𝑊 中线性无关。 ■

习题 10  设向量组 𝑣1, …, 𝑣𝑛 张成 𝑉，𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，证明：𝑇𝑣1, …, 𝑇𝑣𝑛 张成 range 𝑇。

证明  设 𝑤 ∈ range 𝑇，则可设 𝑣 ∈ 𝑉，使得 𝑇𝑣 = 𝑤。将 𝑣 表示为 𝑣 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ +
𝑎𝑛𝑣𝑛，其中 𝑎1, …, 𝑎𝑛 ∈ 𝔽。则

𝑤 = 𝑇𝑣 = 𝑇(𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛) = 𝑎1𝑇𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑇𝑎𝑛

这说明 𝑤 可以表示为向量组 𝑇𝑣1, …, 𝑇𝑣𝑛 的线性组合，根据张成的定义（原书 2.7），
可得 𝑇𝑣1, …, 𝑇𝑣𝑛 张成 range 𝑇。 ■

习题 11  设 𝑉 是有限维向量空间，𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)。证明：存在 𝑉 的子空间 𝑈，使得

𝑈 ∩ null 𝑇 = {0} ∧ range 𝑇 = {𝑇𝑢 : 𝑢 ∈ 𝑈}

证明  设 𝑣1, …, 𝑣𝑛 是 𝑉 的一组基，则根据习题 10，𝑇𝑣1, …, 𝑇𝑣𝑛 张成 range 𝑇。在根
据“每个张成组都包含基”（原书 2.30），不妨设 𝑇𝑣1, …, 𝑇𝑣𝑚 是 range 𝑇 的一组基。
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令 𝑈 = span(𝑣1, …, 𝑣𝑚)。将 𝑇 视作 𝑈 → 𝑊 的线性映射，则根据习题 10，range 𝑇 =
{𝑇𝑢 : 𝑢 ∈ 𝑈}。现在证明 𝑈 ∩ null 𝑇 = {0}。设 𝑢 ∈ 𝑈 ∩ null 𝑇，则存在 𝑎1, …, 𝑎𝑚 ∈ 𝔽，使得

𝑢 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚

由于 𝑢 ∈ null 𝑇，根据线性映射的定义，有

0 = 𝑇𝑢 = 𝑎1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑇𝑣𝑚

由于 𝑇𝑣1, …, 𝑇𝑣𝑚 是线性无关的，故 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑚 = 0，即 𝑢 = 0。因此 𝑈 ∩ null 𝑇 =
{0}。 ■

习题 12  设 𝑇 是 𝔽4 → 𝔽2 的线性映射，且

null 𝑇 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ 𝔽4 : 𝑥1 = 5𝑥2 ∧ 𝑥3 = 7𝑥4}

证明：𝑇 是满射。

证明  注意到，取

𝑣1 = (5, 1, 0, 0)

𝑣2 = (0, 0, 7, 1)

则 null 𝑇 = span(𝑣1, 𝑣2)，因此 dim null 𝑇 = 2。根据线性映射基本定理（原书 3.21），

dim 𝔽4 = dim null 𝑇 + dim range 𝑇

解得 dim range 𝑇 = 2，即 dim range 𝑇 = dim 𝔽2，根据“某空间中与之维数相同的子
空间即为该空间本身”（原书 2.39），range 𝑇 = 𝔽2，即 𝑇 是满射。 ■

习题 13  设 𝑈 是 ℝ8 的 3 维子空间，𝑇 是 ℝ8 → ℝ5 的线性映射，使得 null 𝑇 = 𝑈。
证明：𝑇 是满射。

证明  根据线性映射基本定理（原书 3.21），有

dim ℝ8 = dim 𝑈 + dim range 𝑇

解得 dim range 𝑇 = 5。根据“某空间中与之维数相同的子空间即为该空间本身”（原
书 2.39），range 𝑇 = ℝ5，即 𝑇 是满射。 ■

习题 14  证明：不存在 𝔽5 → 𝔽2 的线性映射，使得其零空间等于

{(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) ∈ 𝔽5 : 𝑥1 = 3𝑥2 ∧ 𝑥3 = 𝑥4 = 𝑥5}

证明  假设这样的线性映射 𝑇 存在。注意到，取

𝑣1 = (3, 1, 0, 0, 0)

𝑣2 = (0, 0, 1, 1, 1)
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则 null 𝑇 = span(𝑣1, 𝑣2)，因此 dim null 𝑇 = 2。根据线性映射基本定理（原书 3.21），

dim 𝔽5 = dim null 𝑇 + dim range 𝑇

解得 dim range 𝑇 = 3，然而 dim 𝔽2 = 2，根据“子空间的维数不超过该空间的维数”
（原书 2.37），range 𝑇 ⊆ 𝔽2，因此 dim range 𝑇 ≤ dim 𝔽2 = 2，矛盾。因此不存在这样的
线性映射。 ■

习题 15  设 𝑉 上存在一个线性映射，使得其零空间和值域都是有限维的，证明：𝑉

是有限维的。

证明  设 𝑇 ∈ ℒ(𝑉)，使得 dim null 𝑇 = 𝑚 且 dim range 𝑇 = 𝑛。进一步可设 𝑢1, …, 𝑢𝑚

是 null 𝑇 的一组基，𝑇𝑣1, …, 𝑇𝑣𝑛 是 range 𝑇 的一组基，其中 𝑣1, …, 𝑣𝑛 ∈ 𝑉。

设 𝑤 ∈ 𝑉，则 𝑇𝑤 ∈ range 𝑇，因此存在 𝑎1, …, 𝑎𝑛 ∈ 𝔽，使得

𝑇𝑤 = 𝑎1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑇𝑣𝑛 = 𝑇(𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛)

记 𝑣 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛，则 𝑇(𝑤 − 𝑣) = 0，故 𝑤 − 𝑣 ∈ null 𝑇，即存在 𝑏1, …, 𝑏𝑚 ∈ 𝔽，
使得

𝑤 − 𝑣 = 𝑏1𝑢1 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑢𝑚

这说明 𝑤 可以表示为

𝑤 = (𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛) + (𝑏1𝑢1 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑢𝑚)

即 𝑤 ∈ span(𝑢1, …, 𝑢𝑚, 𝑣1, …, 𝑣𝑛)。𝑉 可以被有限个向量张成，因此 𝑉 是有限维的。■

习题 16  设 𝑉 和 𝑊 都是有限维向量空间，证明：存在 𝑉 → 𝑊 的单的线性映射，
当且仅当 dim 𝑉 ≤ dim 𝑊。

证明  首先假设存在 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊) 是单射。根据“单射性 ⟺ 零空间为 {0}”（原书
3.15），null 𝑇 = {0}，因此 dim null 𝑇 = 0。根据线性映射基本定理（原书 3.21），有

dim 𝑉 = dim null 𝑇 + dim range 𝑇 = dim range 𝑇

由于 range 𝑇 ⊆ 𝑊，根据子空间的维数（原书 2.37），dim range 𝑇 ≤ dim 𝑊，因此
dim 𝑉 ≤ dim 𝑊。

现在假设 dim 𝑉 ≤ dim 𝑊。设 𝑣1, …, 𝑣𝑛 是 𝑉 的一组基，𝑤1, …, 𝑤𝑛 是 𝑊 上的一个线性
无关组。根据线性映射引理（原书 3.4），存在 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，使得对于任意 𝑖 ∈ {1, …, 𝑛}，
有 𝑇𝑣𝑖 = 𝑤𝑖。

设 𝑣 ∈ 𝑉，使得 𝑇𝑣 = 0。将 𝑣 表示为 𝑣 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛，其中 𝑎1, …, 𝑎𝑛 ∈ 𝔽。则

0 = 𝑇𝑣 = 𝑎1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑇𝑣𝑛 = 𝑎1𝑤1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑤𝑛
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由于 𝑤1, …, 𝑤𝑛 是线性无关的，故 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 0，即 𝑣 = 0。因此 null 𝑇 = {0}，根
据“单射性 ⟺ 零空间为 {0}”（原书 3.15），𝑇 是单射。 ■

习题 17  设 𝑉 和 𝑊 都是有限维向量空间，证明：存在 𝑉 → 𝑊 的满的线性映射，
当且仅当 dim 𝑉 ≥ dim 𝑊。

证明  首先假设存在 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊) 是满射。根据线性映射基本定理（原书 3.21），有

dim 𝑉 = dim null 𝑇 + dim range 𝑇

由于 range 𝑇 = 𝑊，因此 dim range 𝑇 = dim 𝑊，解得 dim 𝑉 = dim null 𝑇 + dim 𝑊 ≥
dim 𝑊。

现在假设 dim 𝑉 ≥ dim 𝑊。设 𝑤1, …, 𝑤𝑛 是 𝑊 的一组基，𝑣1, …, 𝑣𝑛 是 𝑉 上的一个线
性无关向量组。根据线性映射引理（原书 3.4），存在 𝑆 ∈ ℒ(span(𝑣1, …, 𝑣𝑛), 𝑊)，使得对
于任意 𝑖 ∈ {1, …, 𝑛}，有 𝑆𝑣𝑖 = 𝑤𝑖。进一步，根据 3A 节习题 13（见第 69 页），存在 𝑇 ∈
ℒ(𝑉, 𝑊)，使得对于任意 𝑣 ∈ span(𝑣1, …, 𝑣𝑛)，有 𝑇𝑣 = 𝑆𝑣。

设 𝑤 ∈ 𝑊，则可以将 𝑤 表示为 𝑤 = 𝑎1𝑤1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑤𝑛，其中 𝑎1, …, 𝑎𝑛 ∈ 𝔽。则

𝑤 = 𝑎1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑇𝑣𝑛 = 𝑇(𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛)

这说明对于任意 𝑤 ∈ 𝑊，都存在一个向量在 𝑉 中，使得其通过 𝑇 映射到该向量。因
此 𝑇 是满射。 ■

习题 18  设 𝑉 和 𝑊 都是有限维向量空间，𝑈 是 𝑉 的子空间。证明：存在 𝑇 ∈

ℒ(𝑉, 𝑊)，使得 null 𝑇 = 𝑈 当且仅当 dim 𝑈 ≥ dim 𝑉 − dim 𝑊。

证明  首先假设存在 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，使得 null 𝑇 = 𝑈。根据线性映射基本定理（原书
3.21），有

dim 𝑉 = dim null 𝑇 + dim range 𝑇

由于 null 𝑇 = 𝑈，因此 dim null 𝑇 = dim 𝑈。由于 range 𝑇 ⊆ 𝑊，根据子空间的维数
（原书 2.37），dim range 𝑇 ≤ dim 𝑊，因此

dim 𝑉 ≤ dim 𝑈 + dim 𝑊

解得 dim 𝑈 ≥ dim 𝑉 − dim 𝑊。

现在假设 dim 𝑈 ≥ dim 𝑉 − dim 𝑊。设 𝑢1, …, 𝑢𝑚 是 𝑈 的一组基。根据“每个线性无
关组都可以扩展为基”（原书 2.31），存在 𝑣1, …, 𝑣𝑛 ∈ 𝑉，使得向量组 𝑢1, …, 𝑢𝑚, 𝑣1, …, 𝑣𝑛 是
𝑉 的一组基。其中 𝑚 = dim 𝑈，𝑛 = dim 𝑉 − dim 𝑈。由于 dim 𝑈 ≥ dim 𝑉 − dim 𝑊，解
得 𝑛 ≤ dim 𝑊。

设 𝑤1, …, 𝑤𝑛 ∈ 𝑊 是线性无关组，根据线性映射引理（原书 3.4），存在 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，
使得对于任意 𝑖 ∈ {1, …, 𝑚}，有 𝑇𝑢𝑖 = 0，且对于任意 𝑖 ∈ {1, …, 𝑛}，有 𝑇𝑣𝑖 = 𝑤𝑖。
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设 𝑣 ∈ null 𝑇，则存在 𝑎1, …, 𝑎𝑚, 𝑏1, …, 𝑏𝑛 ∈ 𝔽，使得

𝑣 = 𝑎1𝑢1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑢𝑚 + 𝑏1𝑣1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑣𝑛

其中

0 = 𝑇𝑣 = 𝑏1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑇𝑣𝑛 = 𝑏1𝑤1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑤𝑛

由于 𝑤1, …, 𝑤𝑛 是线性无关的，故 𝑏1 = ⋯ = 𝑏𝑛 = 0，即 𝑣 ∈ 𝑈。因此 null 𝑇 ⊆ 𝑈。另
一方面，显然 𝑈 ⊆ null 𝑇，因此 null 𝑇 = 𝑈。 ■

习题 19  设 𝑊 是有限维向量空间，𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)。证明：𝑇 是单射，当且仅当，存
在 𝑆 ∈ ℒ(𝑊, 𝑉)，使得 𝑆𝑇 是 𝑉 上的恒等映射。

证明  首先假设 𝑇 是单射。根据值域是子空间（原书 3.18），range 𝑇 是 𝑊 的子空间，进
一步根据子空间的维数（原书 2.37），可得 range 𝑇 是有限维的。设 𝑇𝑢1, …, 𝑇𝑢𝑛 是 range 𝑇
的一组基，其中 𝑢1, …, 𝑢𝑛 ∈ 𝑉。

设 𝑢 ∈ 𝑉，则可以将 𝑇𝑢 表示为

𝑇𝑢 = 𝑎1𝑇𝑢1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑇𝑢𝑛 = 𝑇(𝑎1𝑢1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑢𝑛)

其中 𝑎1, …, 𝑎𝑛 ∈ 𝔽。根据单射的定义（原书 3.14），𝑇 是单射，因此 𝑢 ∈ span(𝑢1, …, 𝑢𝑛)。
因此向量组 𝑢1, …, 𝑢𝑛 张成 𝑉。故 𝑉 是有限维向量空间。

故可设 𝑣1, …, 𝑣𝑛 是 𝑉 的一组基。对于 𝑖 ∈ {1, …, 𝑛}，令 𝑤𝑖 = 𝑇𝑣𝑖。根据习题 9，𝑤1, …, 𝑤𝑛

是线性无关的。

根据线性映射引理（原书 3.4），存在 𝑅 ∈ ℒ(span(𝑤1, …, 𝑤𝑛), 𝑉)，使得对于任意 𝑖 ∈
{1, …, 𝑛}，有 𝑅𝑤𝑖 = 𝑣𝑖。进一步，根据 3A 节习题 13（见第 69 页），存在 𝑆 ∈ ℒ(𝑊, 𝑉)，
使得对于任意 𝑤 ∈ span(𝑤1, …, 𝑤𝑛)，有 𝑆𝑤 = 𝑅𝑤。

设 𝑣 ∈ 𝑉，则可以将 𝑣 表示为 𝑣 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛，其中 𝑎1, …, 𝑎𝑛 ∈ 𝔽。则

𝑆𝑇𝑣 = 𝑆(𝑎1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑇𝑣𝑛)

= 𝑆(𝑎1𝑤1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑤𝑛)
= 𝑎1𝑆𝑤1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑆𝑤𝑛

= 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛 = 𝑣

这说明 𝑆𝑇 确实是 𝑉 上的恒等映射。

现在假设存在 𝑆 ∈ ℒ(𝑊, 𝑉)，使得 𝑆𝑇 是 𝑉 上的恒等映射。设 𝑣 ∈ null 𝑇，根据“线
性映射将 0 映射到 0”（原书 3.10），有

𝑣 = 𝑆𝑇𝑣 = 𝑆0 = 0

这说明 null 𝑇 = {0}，根据“单射性 ⟺ 零空间为 {0}”（原书 3.15），𝑇 是单射。■
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习题 20  设 𝑊 是有限维的向量空间，𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)。证明：𝑇 是满射，当且仅当，
存在 𝑆 ∈ ℒ(𝑊, 𝑉)，使得 𝑇𝑆  是 𝑊 上的恒等映射。

证明  首先假设 𝑇 是满射。令 𝑛 = dim 𝑊。如果 𝑉 是有限维的，则根据“映射到更高维
空间上的线性映射不是满射”（原书 3.24）的逆否命题，dim 𝑉 ≥ dim 𝑊。因此可设 𝑣1, …, 𝑣𝑛

是 𝑉 上的一个线性无关向量组。如果 𝑉 是无限维的，自然也可以取 𝑣1, …, 𝑣𝑛 为 𝑉 上的线
性无关向量组。

现在对于 𝑖 ∈ {1, …, 𝑛}，令 𝑤𝑖 = 𝑇𝑣𝑖。根据习题 9，𝑤1, …, 𝑤𝑛 是线性无关的。进一步，
根据“长度恰当的线性无关组是基”（原书 2.38），𝑤1, …, 𝑤𝑛 是 𝑊 的一组基。于是，根据
线性映射引理（原书 3.4），存在 𝑆 ∈ ℒ(𝑊, 𝑉)，使得对于任意 𝑖 ∈ {1, …, 𝑛}，有 𝑆𝑤𝑖 = 𝑣𝑖。

设 𝑤 ∈ 𝑊，则可以将 𝑤 表示为 𝑤 = 𝑎1𝑤1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑤𝑛，其中 𝑎1, …, 𝑎𝑛 ∈ 𝔽。则

𝑇𝑆𝑤 = 𝑇(𝑎1𝑆𝑤1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑆𝑤𝑛)

= 𝑇(𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛)
= 𝑎1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑇𝑣𝑛

= 𝑎1𝑤1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑤𝑛 = 𝑤

这说明 𝑇𝑆  确实是 𝑊 上的恒等映射。

现在假设存在 𝑆 ∈ ℒ(𝑊, 𝑉)，使得 𝑇𝑆  是 𝑊 上的恒等映射。设 𝑤 ∈ 𝑊，则可取 𝑣 =
𝑆𝑤 ∈ 𝑉，使得 𝑇𝑣 = 𝑇𝑆𝑤 = 𝑤。这说明对于任意 𝑤 ∈ 𝑊，都存在一个向量在 𝑉 中，使得
其通过 𝑇 映射到该向量。因此 𝑇 是满射。 ■

习题 21  设 𝑉 是有限维向量空间，𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，𝑈 是 𝑊 的子空间。证明：{𝑣 ∈

𝑉 : 𝑇𝑣 ∈ 𝑈} 是 𝑉 的子空间，且

dim{𝑣 ∈ 𝑉 : 𝑇𝑣 ∈ 𝑈} = dim null 𝑇 + dim(𝑈 ∩ range 𝑇)

证明  记 𝑉𝑈 = {𝑣 ∈ 𝑉 : 𝑇𝑣 ∈ 𝑈}。为了说明 𝑉𝑈 是 𝑉 的子空间，我们逐条验证“子
空间的条件”（原书 1.34）中给出的要求：

加法单位元 0 ∈ 𝑉𝑈。
证明：根据“线性映射将 0 映射到 0”（原书 3.10），有 𝑇0 = 0 ∈ 𝑈，因此 0 ∈ 𝑉𝑈。

加法封闭性 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑉𝑈 意味着 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑉𝑈。
证明：设 𝑢, 𝑤 ∈ 𝑉𝑈，则 𝑇𝑢 ∈ 𝑈 且 𝑇𝑤 ∈ 𝑈。因此 𝑇(𝑢 + 𝑤) = 𝑇𝑢 + 𝑇𝑤 ∈ 𝑈，
即 𝑢 + 𝑤 ∈ 𝑉𝑈。

乘法封闭性 𝜆 ∈ 𝔽 且 𝑣 ∈ 𝑉𝑈 意味着 𝜆𝑣 ∈ 𝑉𝑈。
证明：设 𝑣 ∈ 𝑉𝑈，则 𝑇𝑣 ∈ 𝑈。因此 𝑇(𝜆𝑣) = 𝜆𝑇𝑣 ∈ 𝑈，即 𝜆𝑣 ∈ 𝑉𝑈。

这说明 𝑉𝑈 是 𝑉 的子空间。
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现在证明 dim 𝑉𝑈 = dim null 𝑇 + dim(𝑈 ∩ range 𝑇)。设 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是 𝑉𝑈 的一组基，根
据“每个线性无关组都可以扩展为基”（原书 2.31），存在 𝑣𝑚+1, …, 𝑣𝑛 ∈ 𝑉，使得向量组
𝑣1, …, 𝑣𝑛 是 𝑉 的一组基。

根据线性映射引理（原书 3.4），存在 𝑇|𝑉𝑈
∈ ℒ(𝑉𝑈, 𝑈)，使得对于任意 𝑖 ∈ {1, …, 𝑚}，

有 𝑇|𝑉𝑈
𝑣𝑖 = 𝑇𝑣𝑖。

首先，我们证明 dim null 𝑇|𝑉𝑈
= dim null 𝑇。设 𝑣 ∈ null 𝑇|𝑉𝑈

，则 𝑇|𝑉𝑈
𝑣 = 0，因此

𝑇𝑣 = 0，即 𝑣 ∈ null 𝑇。这说明 null 𝑇|𝑉𝑈
⊆ null 𝑇。另一方面，设 𝑣 ∈ null 𝑇，则 𝑇𝑣 =

0 ∈ 𝑈，因此 𝑣 ∈ 𝑉𝑈，故 𝑇|𝑉𝑈
𝑣 = 0，即 𝑣 ∈ null 𝑇|𝑉𝑈

。这说明 null 𝑇 ⊆ null 𝑇|𝑉𝑈
。因此

dim null 𝑇|𝑉𝑈
= dim null 𝑇。

其次，我们证明 dim range 𝑇|𝑉𝑈
= dim(𝑈 ∩ range 𝑇)。设 𝑤 ∈ range 𝑇|𝑉𝑈

，则存在 𝑣 ∈
𝑉𝑈，使得 𝑇|𝑉𝑈

𝑣 = 𝑤。因此 𝑇𝑣 = 𝑤，且 𝑇𝑣 ∈ 𝑈，即 𝑤 ∈ 𝑈 ∩ range 𝑇。这说明 range 𝑇|𝑉𝑈
⊆

𝑈 ∩ range 𝑇。

另一方面，设 𝑤 ∈ 𝑈 ∩ range 𝑇，则存在 𝑣 ∈ 𝑉，使得 𝑇𝑣 = 𝑤 且 𝑤 ∈ 𝑈。由于 𝑣 ∈
𝑉𝑈，因此 𝑇|𝑉𝑈

𝑣 = 𝑤。这说明 𝑈 ∩ range 𝑇 ⊆ range 𝑇|𝑉𝑈
。因此 dim range 𝑇|𝑉𝑈

= dim(𝑈 ∩
range 𝑇)。

现在根据线性映射基本定理（原书 3.21），有

dim 𝑉𝑈 = dim null 𝑇|𝑉𝑈
+ dim range 𝑇|𝑉𝑈

代入上面的结果，得到 dim 𝑉𝑈 = dim null 𝑇 + dim(𝑈 ∩ range 𝑇)。 ■

习题 22  设 𝑈 和 𝑉 都是有限维向量空间，𝑆 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，𝑇 ∈ ℒ(𝑈, 𝑉). 证明：

dim null 𝑆𝑇 ≤ dim null 𝑆 + dim null 𝑇

证明  令 𝑁 = null 𝑆𝑇。由于 𝑆𝑇 ∈ ℒ(𝑈, 𝑊)，故 𝑁  是 𝑈 的子空间。设 𝑢1, …, 𝑢𝑚 是 𝑁
的一组基。根据线性映射引理（原书 3.4），存在 𝑇|𝑁 ∈ ℒ(𝑁, 𝑉)，使得 𝑇|𝑁 𝑢𝑖 = 𝑇𝑢𝑖。设
𝑢 ∈ 𝑁，根据零空间的定义（原书 3.11），有 𝑆𝑇𝑢 = 0，故 range 𝑇|𝑁 ⊆ null 𝑆，即

dim range 𝑇|𝑁 ≤ dim null 𝑆 （式 1）

根据线性映射基本定理（原书 3.21），有

dim 𝑁 = dim null 𝑇|𝑁 + dim range 𝑇|𝑁 （式 2）

注意到

null 𝑇|𝑁 = {𝑢 ∈ 𝑁 : 𝑇|𝑁 𝑢 = 0} = {𝑢 ∈ 𝑁 : 𝑇𝑢 = 0} = 𝑁 ∩ null 𝑇 （式 3）

将式 1 和式 3 代入式 2，得到

dim 𝑁 ≤ dim(𝑁 ∩ null 𝑇) + dim null 𝑆

81零空间和值域



线性代数应该这样学 习题解答

由于 𝑁 ∩ null 𝑇 ⊆ null 𝑇，根据子空间的维数（原书 2.37），dim(𝑁 ∩ null 𝑇) ≤
dim null 𝑇，因此 dim null 𝑆𝑇 ≤ dim null 𝑇 + dim null 𝑆。 ■

习题 23  设 𝑈 和 𝑉 都是有限维向量空间，𝑆 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，𝑇 ∈ ℒ(𝑈, 𝑉). 证明：

dim range 𝑆𝑇 ≤ min{dim range 𝑆, dim range 𝑇}

证明  首先证明 dim range 𝑆𝑇 ≤ dim range 𝑆。设 𝑢 ∈ 𝑈，则 𝑆𝑇𝑢 = 𝑆(𝑇𝑢) ∈ range 𝑆，
故 range 𝑆𝑇 ⊆ range 𝑆，即 dim range 𝑆𝑇 ≤ dim range 𝑆。

现在证明 dim range 𝑆𝑇 ≤ dim range 𝑇。令 𝐼 = range 𝑇，则 𝐼  是 𝑉 的子空间。根据
线性映射引理（原书 3.4），存在 𝑆|𝐼 ∈ ℒ(𝐼 , 𝑊)，使得对于任意 𝑣 ∈ 𝐼，有 𝑆|𝐼 𝑣 = 𝑆𝑣。设
𝑢 ∈ 𝑈，则 𝑇𝑢 ∈ 𝐼，因此 𝑆𝑇𝑢 = 𝑆|𝐼 (𝑇𝑢)。故 range 𝑆𝑇 = range 𝑆|𝐼 𝑇 ⊆ range 𝑆|𝐼，即
dim range 𝑆𝑇 ≤ dim range 𝑆|𝐼。

由于 𝑆|𝐼 是从 𝐼  到 𝑊 的线性映射，根据线性映射基本定理（原书 3.21），有

dim 𝐼 = dim null 𝑆|𝐼 + dim range 𝑆|𝐼

即 dim 𝐼 ≥ dim range 𝑆|𝐼，又因为 dim range 𝑆𝑇 ≤ dim range 𝑆|𝐼，故 dim range 𝑆𝑇 ≤
dim range 𝑇。

综上所述，dim range 𝑆𝑇 ≤ min{dim range 𝑆, dim range 𝑇}。 ■

习题 24
(a) 设 dim 𝑉 = 5，且 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉)，使得 𝑆𝑇 = 0。证明 dim range 𝑇𝑆 ≤ 2；
(b) 给出一例：𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝔽5)，使得 𝑆𝑇 = 0 且 dim range 𝑇𝑆 = 2。

解答  对于（a），根据线性映射基本定理（原书 3.21），有

dim 𝑉 = dim null 𝑆 + dim range 𝑆
dim 𝑉 = dim null 𝑇 + dim range 𝑇

设 𝑣 ∈ 𝑉，则 𝑆(𝑇𝑣) = 𝑆𝑇𝑣 = 0，故 range 𝑇 ⊆ null 𝑆，即 dim range 𝑇 ≤ dim null 𝑆。
再代入 dim 𝑉 = 5，整理得

dim range 𝑇 + dim range 𝑆 ≤ dim null 𝑆 + dim range 𝑆 = 5

注 意 到  3 + 3 = 6 > 5， 故  dim range 𝑇 < 3 或  dim range 𝑆 < 3。 分 类 讨 论 ： 当
dim range 𝑇 < 3 时，即 dim range 𝑇 ≤ 2。考虑到

range 𝑇𝑆 = {𝑇𝑣 : 𝑣 ∈ range 𝑆} ⊆ range 𝑇

这说明 dim range 𝑇𝑆 ≤ dim range 𝑇 ≤ 2。

另一方面，当 dim range 𝑆 < 3 时，即 dim range 𝑆 ≤ 2，故 dim null 𝑆 ≥ 3。根据“线
性映射将 0 映射到 0”（原书 3.10），0 ∈ null 𝑇，故
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null 𝑆 = {𝑣 ∈ 𝑉 : 𝑆𝑣 = 0} ⊆ {𝑣 ∈ 𝑉 : 𝑆𝑣 ∈ null 𝑇} = null 𝑇𝑆

这说明 3 ≤ dim null 𝑆 ≤ dim null 𝑇𝑆，再根据线性映射基本定理（原书 3.21），可得
dim range 𝑇𝑆 ≤ 2。

对于（b），设 𝑣1, …, 𝑣5 是 𝔽5 的一组基。根据线性映射引理（原书 3.4），存在 𝑆, 𝑇 ∈
ℒ(𝑉)，使得 𝑆𝑣1 = 𝑆𝑣2 = 𝑆𝑣3 = 0，𝑆𝑣4 = 𝑣4，𝑆𝑣5 = 𝑣5，以及 𝑇𝑣1 = 𝑇𝑣2 = 𝑇𝑣3 = 0，𝑇𝑣4 =
𝑣1，𝑇𝑣5 = 𝑣2。

设 𝑣 ∈ 𝔽5，将 𝑣 表示为 𝑣 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎5𝑣5，其中 𝑎1, …, 𝑎5 ∈ 𝔽。则

𝑆𝑇𝑣 = 𝑆(𝑎1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑎5𝑇𝑣5)

= 𝑆(𝑎4𝑣1 + 𝑎5𝑣2)
= 𝑎4𝑆𝑣1 + 𝑎5𝑆𝑣2

= 0

这说明 𝑆𝑇 = 0。而

𝑇𝑆𝑣 = 𝑇(𝑎1𝑆𝑣1 + ⋯ + 𝑎5𝑆𝑣5)

= 𝑇(𝑎4𝑣4 + 𝑎5𝑣5)
= 𝑎4𝑇𝑣4 + 𝑎5𝑇𝑣5

= 𝑎4𝑣1 + 𝑎5𝑣2

这说明 range 𝑇𝑆 = span(𝑣1, 𝑣2)，因此 dim range 𝑇𝑆 = 2。综上所述，𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝔽5)，
使得 𝑆𝑇 = 0 且 dim range 𝑇𝑆 = 2。

习题 25  设 𝑊 是有限维向量空间，𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)。证明：null 𝑆 ⊆ null 𝑇，当且
仅当，存在 𝐸 ∈ ℒ(𝑊)，使得 𝑇 = 𝐸𝑆。

证明  首先假设 null 𝑆 ⊆ null 𝑇。令 𝑈 = range 𝑆，设 𝑤1, …, 𝑤𝑚 是 𝑈 的一组基。可以
找到 𝑣1, …, 𝑣𝑚 ∈ 𝑉，使得对于 𝑖 ∈ {1, …, 𝑚}， 𝑆𝑣𝑖 = 𝑤𝑖。

根据线性映射引理（原书 3.4），存在 𝐸|𝑈 ∈ ℒ(𝑈, 𝑊)，使得对于任意 𝑖 ∈ {1, …, 𝑚}，
有 𝐸|𝑈 𝑤𝑖 = 𝑇𝑣𝑖。进一步，根据 3A 节习题 13（见第 69 页），存在 𝐸 ∈ ℒ(𝑊)，使得对
于任意 𝑢 ∈ 𝑈，有 𝐸𝑢 = 𝐸|𝑈 𝑢。

设 𝑣 ∈ 𝑉，将 𝑆𝑣 表示为 𝑆𝑣 = 𝑎1𝑤1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑤𝑚，其中 𝑎1, …, 𝑎𝑚 ∈ 𝔽。则

𝑆𝑣 = 𝑢 = ∑
𝑚

𝑘=1
𝑐𝑘𝑤𝑘 = ∑

𝑚

𝑘=1
𝑐𝑘𝑆𝑣𝑘 = 𝑆(∑

𝑚

𝑘=1
𝑐𝑘𝑣𝑘)

令 𝑣Δ = 𝑣 − ∑𝑚
𝑘=1 𝑐𝑘𝑣𝑘，则 𝑆𝑣Δ = 0，即 𝑣Δ ∈ null 𝑆 ⊆ null 𝑇，故 𝑇𝑣Δ = 0，即

𝑇𝑣 = 𝑇(∑
𝑚

𝑘=1
𝑐𝑘𝑣𝑘) = 𝐸(∑

𝑚

𝑘=1
𝑐𝑘𝑤𝑘) = 𝐸𝑆𝑣
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这说明 𝑇 = 𝐸𝑆。

另一方面，现在假设存在 𝐸 ∈ ℒ(𝑊)，使得 𝑇 = 𝐸𝑆。设 𝑣 ∈ null 𝑆，即 𝑆𝑣 = 0，则
𝑇𝑣 = 𝐸𝑆𝑣 = 𝐸0 = 0，故 𝑣 ∈ null 𝑇。这说明 null 𝑆 ⊆ null 𝑇。

综上所述，null 𝑆 ⊆ null 𝑇，当且仅当，存在 𝐸 ∈ ℒ(𝑊)，使得 𝑇 = 𝐸𝑆。 ■

习题 26  设 𝑉 是有限维向量空间，𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉)。证明：range 𝑆 ⊆ range 𝑇，当且仅
当，存在 𝐸 ∈ ℒ(𝑉)，使得 𝑆 = 𝑇𝐸。

证明  首先假设 range 𝑆 ⊆ range 𝑇。设 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是 𝑉 的一组基。对于每个 𝑖 ∈
{1, …, 𝑚}，由于 𝑆𝑣𝑖 ∈ range 𝑆 ⊆ range 𝑇，因此存在 𝑢𝑖 ∈ 𝑉，使得 𝑇𝑢𝑖 = 𝑆𝑣𝑖。

根据线性映射引理（原书 3.4），存在 𝐸 ∈ ℒ(𝑉, 𝑉)，使得对于任意 𝑖 ∈ {1, …, 𝑚}，有
𝐸𝑣𝑖 = 𝑢𝑖。设 𝑣 ∈ 𝑉，将 𝑣 表示为 𝑣 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑣𝑚，其中 𝑎1, …, 𝑎𝑚 ∈ 𝔽。则

𝑆𝑣 = 𝑆(∑
𝑚

𝑘=1
𝑎𝑘𝑣𝑘) = 𝑇(∑

𝑚

𝑘=1
𝑎𝑘𝑢𝑘) = 𝑇(∑

𝑚

𝑘=1
𝑎𝑘𝐸𝑣𝑘) = 𝑇𝐸𝑣

这说明 𝑆 = 𝑇𝐸。

另一方面，现在假设存在 𝐸 ∈ ℒ(𝑉)，使得 𝑆 = 𝑇𝐸。设 𝑤 ∈ range 𝑆，则存在 𝑣 ∈ 𝑉，
使得 𝑆𝑣 = 𝑤。因此

𝑤 = 𝑆𝑣 = 𝑇𝐸𝑣 = 𝑇(𝐸𝑣) ∈ range 𝑇

这说明 range 𝑆 ⊆ range 𝑇。

综上所述，range 𝑆 ⊆ range 𝑇，当且仅当，存在 𝐸 ∈ ℒ(𝑉)，使得 𝑆 = 𝑇𝐸。 ■

习题 27  设 𝑃 ∈ ℒ(𝑉)，且 𝑃2 = 𝑃。证明：𝑉 = null 𝑃 ⊕ range 𝑃。

证明  设 𝑣 ∈ 𝑉，则 𝑃𝑣 = 𝑃(𝑃𝑣)，故 𝑃(𝑣 − 𝑃𝑣) = 0，即 𝑣 − 𝑃𝑣 ∈ null 𝑃，另一方面，
𝑃𝑣 ∈ range 𝑃，即

𝑣 = (𝑣 − 𝑃𝑣) + 𝑃𝑣

其中 𝑣 − 𝑃𝑣 ∈ null 𝑁  且 𝑃𝑣 ∈ range 𝑃，故 𝑉 = null 𝑃 + range 𝑃。

下面说明这个和是直和。设 𝑣 ∈ null 𝑃 ∩ range 𝑃，则 𝑃𝑣 = 0 且存在 𝑤 ∈ 𝑉，使得 𝑣 =
𝑃𝑤。故

0 = 𝑃𝑣 = 𝑃2𝑤 = 𝑃𝑤 = 𝑣

即 null 𝑃 ∩ range 𝑃 = {0}。因此，根据“两个子空间的直和”（原书 1.46），得 𝑉 =
null 𝑃 ⊕ range 𝑃。 ■
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习题 28  设 𝐷 ∈ ℒ(𝒫(ℝ))，满足对于任意非常数多项式 𝑝 ∈ 𝒫(ℝ)，都有 deg 𝐷𝑝 =

(deg 𝑝) − 1。证明：𝐷 是满射。
注 上面的记号 𝐷 是用来让你想起微分映射注 5，它将多项式 𝑝 映射到其导数 𝑝 ′。

证明  对于 𝑘 ∈ ℕ+，令 𝑝𝑘 ∈ 𝒫(ℝ) 为 𝑧 ↦ 𝑧𝑘，以及 𝑞𝑘−1 = 𝐷𝑝𝑘。于是 deg 𝑝𝑘 = 𝑘，故
deg 𝑞𝑘 = deg 𝑞𝑘+1 − 1 = 𝑘。设 𝑟 ∈ 𝒫(ℝ)，使得 deg 𝑟 = 𝑚，故 𝑟 ∈ 𝒫𝑚(ℝ)。

根据 2C 节习题 9（见第 55 页），𝑞0, …, 𝑞𝑚 是 𝒫𝑚(ℝ) 的一组基。故存在 𝑎0, …, 𝑎𝑚 ∈
ℝ，使得

𝑟 = ∑
𝑚

𝑘=0
𝑎𝑘𝑞𝑘 = ∑

𝑚

𝑘=0
𝑎𝑘𝐷𝑝(𝑘 + 1) = 𝐷(∑

𝑚

𝑘=0
𝑎𝑘𝑝𝑘+1)

这说明 𝑟 可以被 ∑𝑚
𝑘=0 𝑎𝑘𝑝𝑘+1 ∈ 𝒫(ℝ) 映射到，因此 𝐷 是满射。 ■

习题 29  设 𝑝 ∈ 𝒫(ℝ)。证明：存在多项式 𝑞 ∈ 𝒫(ℝ)，使得 5𝑞″ + 3𝑞 ′ = 𝑝。

注 这道题不一定要用线性代数，但是线性代数的解答更有趣。

证明  令 𝒫(ℝ) 上的映射 𝑇 为 𝑝 ↦ 5𝑝″ + 3𝑝 ′，容易验证 𝑇 为线性映射，且对于任意
𝑝 ∈ 𝒫(ℝ)，deg 𝑇𝑝 = deg 𝑝 − 1。于是，根据习题 28，𝑇 是满射。

这说明，对于任意 𝑝 ∈ 𝒫(ℝ)，都存在 𝑞 ∈ 𝒫(ℝ)，使得 𝑇𝑞 = 𝑝，即 5𝑞″ + 3𝑞 ′ = 𝑝。■

习题 30  设 𝜑 ∈ ℒ(𝑉, 𝔽)，𝑢 ∈ 𝑉，满足 𝜑 ≠ 0 且 𝑢 ∉ null 𝜑。证明：

𝑉 = null 𝜑 ⊕ {𝑎𝑢 : 𝑎 ∈ 𝔽}

证明  设 𝑣 ∈ 𝑉，满足 𝜑𝑣 ≠ 0。令 𝑘 = 𝜑𝑣
𝜑𝑢 ∈ 𝔽，则 𝜑(𝑘𝑢) = 𝜑𝑣，故 𝜑(𝑣 − 𝑘𝑢) = 0，

即 𝑣 − 𝑘𝑢 ∈ null 𝜑。因此

𝑣 = (𝑣 − 𝑘𝑢) + 𝑘𝑢

其中 𝑣 − 𝑘𝑢 ∈ null 𝜑 且 𝑘𝑢 ∈ {𝑎𝑢 : 𝑎 ∈ 𝔽}，故 𝑉 = null 𝜑 + {𝑎𝑢 : 𝑎 ∈ 𝔽}。现在说明
这个和是直和：将 0 表示为 0 = 𝑣 + 𝑤，其中 𝑣 ∈ null 𝜑 且 𝑤 ∈ {𝑎𝑢 : 𝑎 ∈ 𝔽}，于是

𝜑0 = 𝜑(𝑣 + 𝑤) = 𝜑𝑤

设 𝑤 = 𝑎𝑢，则 𝜑𝑤 = 𝑎𝜑𝑢，由于 𝜑𝑢 ≠ 0，故 𝑎 = 0，即 𝑤 = 0。进一步，由于 0 = 𝑣 +
𝑤，故 𝑣 = 0。根据直和的条件（原书 1.45），得 𝑉 = null 𝜑 ⊕ {𝑎𝑢 : 𝑎 ∈ 𝔽}。 ■

注 5注意，微分映射是满足题设条件的映射，但并非满足题设条件的映射就一定是微分映射。

85零空间和值域



线性代数应该这样学 习题解答

习题 31  设 𝑉 是有限维向量空间，𝑋  是 𝑉 的子空间，𝑌  是 𝑊 的有限维子空间。证
明：存在 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊) 使得 null 𝑇 = 𝑋  且 range 𝑇 = 𝑌，当且仅当，dim 𝑋 + dim 𝑌 =
dim 𝑉。

证明  首先，假设存在 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊) 使得 null 𝑇 = 𝑋  且 range 𝑇 = 𝑌。根据线性映射
基本定理（原书 3.21），立即可得 dim 𝑋 + dim 𝑌 = dim 𝑉。

现在假设 dim 𝑋 + dim 𝑌 = dim 𝑉。令 𝑛 = dim 𝑉。设 𝑤1, …, 𝑤𝑚 是 𝑌  的一组基，
𝑣𝑚+1, …, 𝑣𝑛 是 𝑋  的一组基，根据“每个线性无关组都可被扩充成基”（原书 2.32），可以
找到 𝑣1, …, 𝑣𝑚 ∈ 𝑉，使得 𝑣1, …, 𝑣𝑛 是 𝑉 的一组基。

根据线性映射引理（原书 3.4），存在 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，使得对于任意 𝑖 ∈ {1, …, 𝑚}，有
𝑇𝑣𝑖 = 𝑤𝑖，且对于任意 𝑖 ∈ {𝑚 + 1, …, 𝑛}，有 𝑇𝑣𝑖 = 0。

设 𝑣 ∈ 𝑋，则存在 𝑎𝑚+1, …, 𝑎𝑛 ∈ 𝔽，使得 𝑣 = 𝑎𝑚+1𝑣𝑚+1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛。因此

𝑇𝑣 = 𝑇( ∑
𝑛

𝑘=𝑚+1
𝑎𝑘𝑣𝑘) = ∑

𝑛

𝑘=𝑚+1
𝑎𝑘𝑇𝑣𝑘 = 0

这说明 𝑋 ⊆ null 𝑇。另一方面，设 𝑣 ∈ null 𝑇，将 𝑣 表示为 𝑣 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛，其
中 𝑎1, …, 𝑎𝑛 ∈ 𝔽。由于 𝑇𝑣 = 0，因此

0 = 𝑇𝑣 = 𝑇(∑
𝑛

𝑘=1
𝑎𝑘𝑣𝑘) = ∑

𝑛

𝑘=1
𝑎𝑘𝑇𝑣𝑘 = ∑

𝑚

𝑘=1
𝑎𝑘𝑤𝑘

由于 𝑤1, …, 𝑤𝑚 是线性无关的，故 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑚 = 0，即 𝑣 ∈ 𝑋。因此 null 𝑇 ⊆ 𝑋，故
null 𝑇 = 𝑋。

设 𝑤 ∈ 𝑌，则存在 𝑏1, …, 𝑏𝑚 ∈ 𝔽，使得 𝑤 = 𝑏1𝑤1 + ⋯ + 𝑏𝑚𝑤𝑚。注意到

𝑇(∑
𝑚

𝑘=1
𝑏𝑘𝑣𝑘) = ∑

𝑚

𝑘=1
𝑏𝑘𝑇𝑣𝑘 = ∑

𝑚

𝑘=1
𝑏𝑘𝑤𝑘 = 𝑤

这说明 𝑌 ⊆ range 𝑇。另一方面，设 𝑤 ∈ range 𝑇，则存在 𝑣 ∈ 𝑉，使得 𝑇𝑣 = 𝑤。将
𝑣 表示为 𝑣 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛，其中 𝑎1, …, 𝑎𝑛 ∈ 𝔽。则

𝑤 = 𝑇𝑣 = 𝑇(∑
𝑛

𝑘=1
𝑎𝑘𝑣𝑘) = ∑

𝑚

𝑘=1
𝑎𝑘𝑇𝑣𝑘 + ∑

𝑛

𝑘=𝑚+1
𝑎𝑘𝑇𝑣𝑘 = ∑

𝑚

𝑘=1
𝑎𝑘𝑤𝑘

这说明 𝑤 ∈ span(𝑤1, …, 𝑤𝑚) = 𝑌。因此 range 𝑇 ⊆ 𝑌，故 range 𝑇 = 𝑌。

综上所述，存在 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊) 使得 null 𝑇 = 𝑋  且 range 𝑇 = 𝑌，当且仅当，dim 𝑋 +
dim 𝑌 = dim 𝑉。 ■
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习题 32  设 𝑉 是有限维向量空间，dim 𝑉 > 1。证明：若 𝜑 : ℒ(𝑉) → 𝔽 是线性映射，
使得对于任意 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉)，𝜑(𝑆𝑇) = 𝜑(𝑆)𝜑(𝑇)，则 𝜑 = 0。
提示 3A 节习题 17（见第 70 页）中给出了关于 ℒ(𝑉) 的双边理想的描述，或许有用。

证明  设 𝑆 ∈ null 𝑇，𝑇 ∈ ℒ(𝑉)，则 𝜑(𝑆) = 0，故 𝜑(𝑆𝑇) = 𝜑(𝑇𝑆) = 𝜑(𝑆)𝜑(𝑇) = 0，
即 𝑆𝑇, 𝑇𝑆 ∈ null 𝑇，故 null 𝑇 是 ℒ(𝑉) 的双边理想。根据 3A 节习题 17（见第 70 页），
null 𝑇 = {0} 或 null 𝑇 = ℒ(𝑉)。

由于 dim 𝑉 > 1，容易验证 dim ℒ(𝑉) > 1 = dim 𝔽，根据“映到更低维空间上的线性
映射不是单射”（原书 3.22），可知 𝑇 不是单射。再根据“单射性 ⟺ 零空间为 {0}”（原书
3.15），null 𝑇 ≠ {0}，因此 null 𝑇 = ℒ(𝑉)。这说明对于任意 𝑆 ∈ ℒ(𝑉)，都有 𝑆 ∈ null 𝑇，
即 𝜑(𝑆) = 0。故 𝜑 = 0。 ■

习题 33  设 𝑉 和 𝑊 都是实向量空间，𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)。定义 𝑇C : 𝑉C → 𝑊C 为对于
任意 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉，

𝑇C(𝑢 + i𝑣) = 𝑇𝑢 + i𝑇𝑣

(a) 证明：𝑇C 是 𝑉C → 𝑊C 的（复）线性映射；
(b) 证明：𝑇C 是单射，当且仅当 𝑇 是单射；
(c) 证明：range 𝑇C = 𝑊C，当且仅当 range 𝑇 = 𝑊。

注 复化 𝑉C 定义于 1B 节习题 8（见第 10 页），线性映射 𝑇C 被称为线性映射 𝑇 的复化（complexification）。

证明  对于（a），我们逐条验证线性映射的定义（原书 3.1）中给出的要求：

可加性 对于任意 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉C，均有 𝑇C(𝑢 + 𝑣) = 𝑇C𝑢 + 𝑇C𝑣。
证明：设 𝑢 = 𝑢1 + i𝑢2，𝑣 = 𝑣1 + i𝑣2，其中 𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉。则

𝑇C(𝑢 + 𝑣) = 𝑇C((𝑢1 + 𝑣1) + i(𝑢2 + 𝑣2))

= 𝑇(𝑢1 + 𝑣1) + i𝑇(𝑢2 + 𝑣2)
= 𝑇𝑢1 + i𝑇𝑢2 + 𝑇𝑣1 + i𝑇𝑣2

= 𝑇C𝑢 + 𝑇C𝑣

齐次性 对于任意 𝜆 ∈ ℂ，𝑢 ∈ 𝑉C，均有 𝑇C(𝜆𝑢) = 𝜆𝑇C𝑢。
证明：设 𝑢 = 𝑢1 + i𝑢2，其中 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑉。则

𝑇C(𝜆𝑢) = 𝑇C(𝜆(𝑢1 + i𝑢2))

= 𝑇(𝜆𝑢1) + i𝑇(𝜆𝑢2)
= 𝜆𝑇𝑢1 + i𝜆𝑇𝑢2

= 𝜆(𝑇𝑢1 + i𝑇𝑢2)
= 𝜆𝑇C𝑢

这说明 𝑇C 确实是 𝑉C → 𝑊C 的线性映射。
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对于（b），首先假设 𝑇C 是单射。根据“单射性 ⟺ 零空间为 {0}”（原书 3.15），可
得 null 𝑇C = {0}。设 𝑣 ∈ null 𝑇，则根据“线性映射将 0 映射为 0”（原书 3.10），可得 0 =
𝑇𝑣 = 𝑇𝑣 + i𝑇0 = 𝑇C(𝑣 + i0)，因此 𝑣 = 0，即 null 𝑇 = {0}，故 𝑇 是单射。

另一方面，假设 𝑇 是单射。设 𝑢 + i𝑣 ∈ null 𝑇C，则 0 = 𝑇C(𝑢 + i𝑣) = 𝑇𝑢 + i𝑇𝑣，故
𝑇𝑢 = 𝑇𝑣 = 0。又因为 null 𝑇 = {0}，只能有 𝑢 = 𝑣 = 0，即 null 𝑇C = {0}，因此 𝑇C 是
单射。

对于（c），首先假设 range 𝑇C = 𝑊C。设 𝑤 ∈ 𝑊，则存在 𝑢 + i𝑣 ∈ 𝑉C，使得 𝑇(𝑢 +
i𝑣) = 𝑤 + i0，即 𝑇𝑢 + i𝑇𝑣 = 𝑤 + i0，故 𝑇𝑢 = 𝑤。于是 𝑊 ⊆ range 𝑇，即 range 𝑇 = 𝑊。

另一方面，假设 range 𝑇 = 𝑊。设 𝑤 + i𝑣 ∈ 𝑊C，则存在 𝑢 ∈ 𝑉，使得 𝑇𝑢 = 𝑤。因
此 𝑇C(𝑢 + i𝑣) = 𝑇𝑢 + i𝑇𝑣 = 𝑤 + i𝑇𝑣，即 𝑤 + i𝑣 ∈ range 𝑇C。这说明 𝑊C ⊆ range 𝑇C，即
range 𝑇C = 𝑊C。 ■
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3C 矩阵
习题 1  设 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)。证明：对于 𝑉 和 𝑊 的任意基，𝑇 所对应的矩阵至少有
dim range 𝑇 个非零元素。

证明  设 𝑣1, …, 𝑣𝑛 是 𝑉 的一组基，𝑤1, …, 𝑤𝑚 是 𝑊 的一组基，𝐴 为 𝑇 在这两组基下
的矩阵表示。则对于 𝑖 ∈ {1, …, 𝑚} 和 𝑗 ∈ {1, …, 𝑛}，

𝑇𝑣𝑗 = ∑
𝑚

𝑘=1
𝐴𝑘,𝑗𝑤𝑘

设 𝑝 = dim null 𝑇，且 𝑞 = dim range 𝑇，则根据线性映射基本定理（原书 3.21），𝑝 +
𝑞 = 𝑛。则在 𝑣1, …, 𝑣𝑛 中至多有 𝑝 个向量属于 null 𝑇，也即至少有 𝑞 个向量不属于 null 𝑇。
不妨设 𝑣1, …, 𝑣𝑞 不属于 null 𝑇，则对于 𝑗 ∈ {1, …, 𝑞}，我们有

𝐴1,𝑗𝑤1 + ⋯ + 𝐴𝑚,𝑗𝑤𝑚 = 𝑇𝑣𝑗 ≠ 0

考虑到 𝑤1, …, 𝑤𝑚 线性无关，只能有至少一个 𝑘 ∈ {1, …, 𝑚} 使得 𝐴𝑘,𝑗 ≠ 0。因此，矩
阵 𝐴 至少有 𝑞 个非零元素。 ■

习题 2  设 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，其中 𝑉 和 𝑊 都是有限维的非零向量空间。证明：
dim range 𝑇 = 1，当且仅当，存在 𝑉 的一组基和 𝑊 的一组基，使得 ℳ(𝑇) 的所有元
素都是 1。

证明  首先证明充分性。设 𝑣1, …, 𝑣𝑛 是 𝑉 的一组基，𝑤1, …, 𝑤𝑚 是 𝑊 的一组基，且在
这两组基下的 ℳ(𝑇) 的所有元素都是 1。则对于 𝑗 ∈ {1, …, 𝑛}，

𝑇𝑣𝑗 = ∑
𝑚

𝑘=1
1𝑤𝑘 = 𝑤1 + ⋯ + 𝑤𝑚

故 𝑇𝑣1 = ⋯ = 𝑇𝑣𝑛，记为 𝑤。设 𝑣 ∈ 𝑉，则存在 𝑎1, …, 𝑎𝑛 ∈ 𝔽 使得 𝑣 = 𝑎1𝑣1 + ⋯ +
𝑎𝑛𝑣𝑛。因此，

𝑇𝑣 = 𝑎1𝑇𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑇𝑣𝑛 = (𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑛)𝑤 ∈ span(𝑤)

故 range 𝑇 = span(𝑤)，因此 dim range 𝑇 = 1。

另一方面，证明必要性。设 dim range 𝑇 = 1，则存在 𝑤 ∈ 𝑊 使得 range 𝑇 = span(𝑤)。
设 𝑢1, …, 𝑢𝑛 是 𝑉 的一组基，则对于 𝑗 ∈ {1, …, 𝑛}，存在 𝑎𝑗 ∈ 𝔽 使得 𝑇𝑢𝑗 = 𝑎𝑗𝑤，其中
𝑎𝑗 ≠ 0。

现在，对于 𝑗 ∈ {1, …, 𝑛}，令 𝑣𝑗 = 𝑢𝑗/𝑎𝑗，则 𝑇𝑣1 = ⋯ = 𝑇𝑣𝑛 = 𝑤。容易说明 𝑣1, …, 𝑣𝑛

也是 𝑉 的一组基。根据每个线性无关组都可被扩充为基（原书 2.32），我们可以将 𝑤 扩充
为 𝑊 的一组基 𝑤, 𝑤2, …, 𝑤𝑚。

令 𝑤1 = 𝑤 − (𝑤2 + ⋯ + 𝑤𝑚)，则 𝑤1, …, 𝑤𝑚 也是 𝑊 的一组基，且 𝑤1 + ⋯ + 𝑤𝑚 = 𝑤。
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设关于 𝑣1, …, 𝑣𝑛 和 𝑤1, …, 𝑤𝑚 的 ℳ(𝑇) 的元素为 𝐴𝑖,𝑗，则对于 𝑗 ∈ {1, …, 𝑛}，

∑
𝑚

𝑘=1
𝐴𝑘,𝑗𝑤𝑘 = 𝑇𝑣𝑗 = 𝑤

由于 𝑤1, …, 𝑤𝑚 线性无关，因此对于 𝑘 ∈ {1, …, 𝑚}，都有 𝐴𝑘,𝑗 = 1。因此，ℳ(𝑇) 的
所有元素都是 1。 ■

习题 3  设 𝑣1, …, 𝑣𝑛 是 𝑉 的一组基，𝑤1, …, 𝑤𝑚 是 𝑊 的一组基。证明：

(a) 若 𝑆, 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，则 𝑀(𝑆 + 𝑇) = 𝑀(𝑆) + 𝑀(𝑇)；
(b) 若 𝜆 ∈ 𝔽，𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)，则 𝑀(𝜆𝑇) = 𝜆𝑀(𝑇)。

注 本题是在让你验证原书 3.35 和 3.38。

证明  对于（a），记 𝐴 = 𝑀(𝑆)，𝐵 = 𝑀(𝑇)，𝐶 = 𝑀(𝑆 + 𝑇)。则对于 𝑗 ∈ {1, …, 𝑛}，有

∑
𝑚

𝑘=1
𝐶𝑘,𝑗𝑤𝑘 = (𝑆 + 𝑇)𝑣𝑗 = 𝑆𝑣𝑗 + 𝑇𝑣𝑗 = ∑

𝑚

𝑘=1
(𝐴𝑘,𝑗 + 𝐵𝑘,𝑗)𝑤𝑘

故 𝐶𝑘,𝑗 = 𝐴𝑘,𝑗 + 𝐵𝑘,𝑗，即 𝐶 = 𝐴 + 𝐵。

对于（b），记 𝐴 = 𝑀(𝑇)，𝐵 = 𝑀(𝜆𝑇)。则对于 𝑗 ∈ {1, …, 𝑛}，有

∑
𝑚

𝑘=1
𝐵𝑘,𝑗𝑤𝑘 = (𝜆𝑇)𝑣𝑗 = 𝜆(𝑇𝑣𝑗) = ∑

𝑚

𝑘=1
(𝜆𝐴𝑘,𝑗)𝑤𝑘

故 𝐵𝑘,𝑗 = 𝜆𝐴𝑘,𝑗，即 𝐵 = 𝜆𝐴。 ■

习题 4  设 𝐷 ∈ ℒ(𝒫3(ℝ), 𝒫2(ℝ)) 是微分映射，定义为 𝑝 ↦ 𝑝 ′。求 𝒫3(ℝ) 的一个基
和 𝒫2(ℝ) 的一个基，使得 ℳ(𝐷) 为

[
[
[1
0
0

0
1
0

0
0
1

0
0
0]
]
]

注 和原书 3.33 比较一下。下一题拓展了本题。

解答  取 𝒫3(ℝ) 的基为 𝑥3, 𝑥2, 𝑥, 1，𝒫2(ℝ) 的基为 3𝑥2, 2𝑥, 1。则

𝐷𝑥3 = 3𝑥2 = 1 · (3𝑥2) + 0 · (2𝑥) + 0 · 1

𝐷𝑥2 = 2𝑥 = 0 · (3𝑥2) + 1 · (2𝑥) + 0 · 1

𝐷𝑥 = 1 = 0 · (3𝑥2) + 0 · (2𝑥) + 1 · 1

𝐷1 = 1 = 0 · (3𝑥2) + 0 · (2𝑥) + 0 · 1

故
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ℳ(𝐷) =
[
[
[1

0
0

0
1
0

0
0
1

0
0
0]
]
]

习题 5  设 𝑉 和 𝑊 都是有限维向量空间，𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)。证明：存在 𝑉 的一组基和
𝑊 的一组基，使得关于这些基的 ℳ(𝑇) 的第 𝑘 行第 𝑘 列元素为 1，其余元素为 0，其
中 𝑘 ∈ {1, …, dim range 𝑇}。

证明  设向量组 𝑣1, …, 𝑣ℓ  是 null 𝑇 的一组基，根据“每个线性无关组都可被扩充成基
“（原书 2.32），可以找到 𝑣ℓ+1, …, 𝑣𝑚，使得 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是 𝑉 的一组基。对于 𝑗 ∈ {1, …, 𝑚}，
令 𝑤𝑗 = 𝑇𝑣𝑗，则根据 3B 节习题 10（见第 75 页），𝑤1, …, 𝑤𝑚 张成 range 𝑇。

另一方面，注意到 𝑤1 = ⋯ = 𝑤ℓ = 0，因此根据线性相关性引理（原书 2.19），可得
𝑤ℓ+1, …, 𝑤𝑚 张成 range 𝑇。根据线性映射基本定理（原书 3.21），

dim range 𝑇 = dim 𝑉 − dim null 𝑇 = 𝑚 − ℓ

再根据“长度恰当的张成组是基”（原书 2.42），可知 𝑤ℓ+1, …, 𝑤𝑚 是 range 𝑇 的一组基。

现在，将 𝑤ℓ+1, …, 𝑤𝑚 扩充为 𝑊 的一组基 𝑢1, …, 𝑢𝑛，其中 𝑢1 = 𝑤ℓ+1, …, 𝑢𝑚−ℓ = 𝑤𝑚。
现在考虑关于基 𝑣ℓ+1, …, 𝑣𝑚, 𝑣1, …, 𝑣ℓ（注意顺序）和基 𝑢1, …, 𝑢𝑛 的 ℳ(𝑇)，则对于 𝑗 ∈
{1, …, 𝑚 − ℓ}，

𝑇𝑣ℓ+𝑗 = 𝑢𝑗 = 0 · 𝑢1 + ⋯ + 0 · 𝑢𝑗−1 + 1 · 𝑢𝑗 + 0 · 𝑢𝑗+1 + ⋯ + 0 · 𝑢𝑛

而对于 𝑗 ∈ {𝑚 − ℓ + 1, …, 𝑚}，𝑇𝑣𝑗 = 0。因此，关于这些基的 ℳ(𝑇) 的第 𝑘 行第 𝑘
列元素为 1，其余元素为 0，其中 𝑘 ∈ {1, …, dim range 𝑇}。 ■

习题 6  设 𝑣1, …, 𝑣𝑚 是 𝑉 的一组基，𝑊 是有限维向量空间。设 𝑇 ∈ ℒ(𝑉, 𝑊)。证
明：存在 𝑊 的一组基 𝑤1, …, 𝑤𝑛，使得关于基 𝑣1, …, 𝑣𝑚 和 𝑤1, …, 𝑤𝑛 的 ℳ(𝑇) 的第一
行第一列的元素为 1 或 0，且第一列的其余元素均为 0。
注 不同于习题 4，在本题中，𝑉 的基是给定的而不是由你给定的。

证明  分类讨论，当 𝑇𝑣1 = 0 时，任取 𝑊 的一组基为 𝑤1, …, 𝑤𝑛，则

𝑇𝑣1 = 0 = 0 · 𝑤1 + ⋯ + 0 · 𝑤𝑛

于是 ℳ(𝑇) 的第一列的元素均为 0。

当 𝑇𝑣1 ≠ 0 时，取 𝑤1 = 𝑇𝑣1。根据“每个线性无关组都可被扩充成基”（原书 2.32），
可以将 𝑤1 扩充为 𝑊 的一组基 𝑤1, …, 𝑤𝑛。则

𝑇𝑣1 = 𝑤1 = 1 · 𝑤1 + 0 · 𝑤2 + ⋯ + 0 · 𝑤𝑛

于是 ℳ(𝑇) 的第一行第一列的元素为 1，且第一列的其余元素均为 0。
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综上所述，存在 𝑊 的一组基 𝑤1, …, 𝑤𝑛，使得关于基 𝑣1, …, 𝑣𝑚 和 𝑤1, …, 𝑤𝑛 的 ℳ(𝑇)
的第一行第一列的元素为 1 或 0，且第一列的其余元素均为 0。 ■
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